IEVILKTI CETRSTURI

Teorija un pieméri 10.-12. klasei, gatavojoties Novada matematikas olimpiadei 2023./2024. m. g.

Lenki rinka linija

Definicija. Par centra lenki sauc lenki, kura virsotne atrodas rinka linijas centra, bet malas krusto rinka liniju.
Centra lenka lielums ir vienads ar ta loka lenkisko lielumu, uz kuru tas balstas, tas ir, XAOB = AmB (skat. 1. att.).
Definicija. Par rinka Inija ievilktu lenki sauc lenki, kura virsotne atrodas uz rinka lnijas, bet malas krusto rinka Iniju.
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Teoréma. levilkta lenka lielums ir vienads ar pusi no ta loka lenkiska lieluma, uz kuru tas balstas, tas ir, XACB = EAmB
(skat. 1. att.).
Secinajumi

o Visiievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku, ir vienadi, pieméram, XACB = <ADB (skat. 1. att.).

o levilkts lenkis, kas balstas uz diametru, ir 90°, un otradi — ja ievilkts lenkis ir taisns, tad tas balstas uz diametru.

levilkti Cetrstari

Definicija. Par rinka ITnija ievilktu €etrstari sauc Cetrstiri, kura visas virsotnes atrodas uz rinka linijas.

Attiecigi rinka ITniju sauc par Cetrstarim apvilktu rinka lniju.
Apvilktas rinka linijas centrs atrodas Cetrstira malu vidusperpendikulu krustpunkta (skat. 2. att.).
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2. att.

VisbieZzak tiek lietota Sada teoréma par ievilktu Cetrstari.
Teoréma. Ap Cetrstdri var apvilkt rinka liniju tad un tikai tad, ja Cetrstira pretéjo lenku lielumu summa ir 180°.
Izmanto ari citas teorémas, lai pamatotu, ka ap Cetrstari var apvilkt rinka lTniju.

Teoréma. Ap Cetrstiri ABCD var apvilkt rinka lniju tad un tikai tad, ja XACB = <BDA (skat. 3. att.).
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3. att. 4. att.
Teoréma. Ap cCetrstari var apvilkt rinka liniju tad un tikai tad, ja ir spéka vienadiba AM - MC = BM - MD, kur M ir
nogrieznu AC un BD krustpunkts (skat. 4. att.).



Uzdevumu piemeéri

1. Saurlenku trijstira ABC augstumi BD un AE krustojas punkta F. Pieradit, ka punkti E, C, D, F atrodas uz vienas
rinka ITnijas!
Atrisinajums. Ta ka BD un AE ir augstumi, tad «BDC = XAEC =90° (skat. 5. att.). Lidz ar to
AFDC + <FEC = 180° un ap Cetrstari EFDC var apvilkt rinka liniju jeb punkti E, C, D, F atrodas uz vienas rinka
[Tnijas.
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2.  Trijstari ABC un CEF ir vienadmalu trijstari (skat. 6. att.). Pieradit, ka BF||AC!
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6. att.
Atrisinajums. Ta ki <EBC = 4EFC = 60° tad ap Cetrstiri EBFC var apvilkt rinka [liniju. Tapéc
AFBC = 4FEC = 60° ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasSu loku. levérojam, ka
AFBA + <BAC = 120° + 60° = 180°, tatad BF||AC, jo iek3éjo vienpuslenku summa ir 180°.

3. Vienadsanu trapeces ABCD sanu malas ir AB un CD, bet diagonales AC un BD krustojas punkta E. Ap trijstari

CDE apvilkta rinka linija krusto garako pamatu AD iek$éja punkta F. Nogrieznu CF un BD krustpunkts ir G.
Apréekinat <CGD lielumu, ja <CAD = a.
Atrisinajums. Ta ka trapece ABCD ir vienadsanu, tad ari <ADE = « (skat. 7. att.). No trijstira AED ieglstam, ka
KAED = 180° — 2a. Péc blakuslenku Tpasibas <CED = 2a. Punkti C, E, F, D atrodas uz vienas rinka linijas,
tapéc <CED = «CFD = 2a ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu loku CD. No trijstira FGD ieglstam, ka
ACGD = 3a ka arégjais lenkis.
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Uz kvadrata ABCD malas AB ka pamata uz kvadrata arpusi konstruéts trijstiris AEB. Taisne, kas vilkta no E caur
kvadrata diagonalu krustpunktu O, krusto kvadrata malu AB punkta F un malu DC - punkta G. Zinams, ka
KA0EB = <0CG. Pieradtt, ka trijstlris AEB ir taisnlenka trijstaris!

Atrisinajums. Kvadrata pretéjas malas AB un CD ir paralélas, tapéc <BAC = XACD ka ieksgjie Skérslenki (skat.
8. att.).

Punkti A, E, B, O atrodas uz vienas rinka linijas w, jo ¥BAO = <OEB. Ta ka kvadrata diagonales ir
perpendikularas, tad ¥A0B = 90°; no ka izriet, ka AB ir rinka Iinijas w diametrs. Tatad XAEB = 90° ka ievilktais

lenkis, kas balstas uz diametru. Lidz ar to esam pieradijusi, ka trijstiris AEB ir taisnlenka.
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8. att.
Saurlenku trijstiri ABC novilkts augstums BD. No punkta D novilkti perpendikuli pret malam AB un CB; to
pamati ir attiecigi M un N. Pieradtt, ka punkti A, M, N, C atrodas uz vienas rinka linijas!
Atrisinajums. Ta ka <BMD + «BND = 90° 4+ 90° = 180°, tad ap cetrstiri BNDM var apvilkt rinka [iniju
(skat. 9. att.). Tapéc <BMN = <BDN Kka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku BN.No ACND ieglistam,
ka <NCD = 90° — <NDC = «BDN, tatad <NCD = <BMN.
Tapéc KAMN + <ACN = XAMN + <BMN = 180° jeb punkti A, M, N, C atrodas uz vienas rinka linijas.
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Trijstarmt ABC punkts A; ir malas BC iek3€jais punkts, By ir malas AC iek$éjais punkts, C; ir malas AB iek3€jais
punkts. Ap trijsturiem AB,C;, CB; A4, BA,Cy apvilktas rinka Iinijas. Pieradit, ka tas visas krustojas viena punkta!
Atrisinajums. To rinka Iiniju krustpunktu, kuras apvilktas ap trijstiriem AC;B; un CA;B;, apziméjam ar O (skat.
10. att.). No teorémas par ievilkta Cetrstira lenkiem ieglistam:

2C;0A; = 360° — <B;0A; — %C,0B; =

= 360° — (180° — «4,CB;) — (180° — ¥B; AC;) =
= ¥A,CB; + ¥B;AC; = 180° — «(C;BA;.

Tatad ap Cetrstlri C; BA; O var apvilkt rinka ITniju. Tas nozimé, ka visas tris dotas rinka lnijas krustojas punkta O.

10. att.



7. lzliekta Cetrstira ABCD diagonales krustojas punkta E. Ap trijstiriem ABE un CDE apvilktas rinka linijas ar
krustojas punkta F. Pieradt, ka trijsttri ABF un CDF ir lidzigi!
Atrisinajums. levérojam, ka <DEC = XAEB ka krustlenki (skat. 11. att.) un <CFD = «DEC ka ievilktie lenki, kas
balstas uz vienu loku CD, un <AFB = XAEB ka ievilktie lenki, kas balstas uz loku AB. Tatad <CFD = <AFB.
levilktie lenki «DCF un <DEF ir vienadi, jo balstas uz vienu loku un to pasu loku FD. No blakuslenku 1pasibas izriet,
ka <BEF = 180° — «DEF. Ta ka ap Cetrstari ABEF ir apvilkta rinka Iinija, tad ta pretéjo lenku summa ir 180°,
tapéc «BAF = 180° — ¥BEF = 180°- (180° — ¥DEF) = <«DEF. Esam ieguvusi, ka ACDF~AABF péc
pazimes £¥.

11. att.

8. Cetras rinka linijas aréji pieskaras ta, ka paradits 12. att. Pieradit, ka ¢etrstiirim, ko veido rinka liniju pieskarsanas
punkti, var apvilkt rinka liniju!

Atrisinajums. Rinka [iniju pieskarSanas punktus apziméjam ar 4, B, C un D (skat. 13. att.). Novelkam doto rinka
[Tniju kopigas pieskares AM un BM. Trijsturis AMB ir vienadsanu, jo AM = MB ka rinka linijas pieskaru nogriezni,
kas novilkti no punkta arpus tas. Lidz ar to <MAB = <MBA = « ka lenki pie pamata vienadsanu trijstari. Lidzigi
ieglstam atlikuso lenku paru vienadibas.

levérojam, ka <«DAB + ¥ABC + ¥BCD + «<CDA =2a+ 2+ 2y + 26 =360°, no ka ieglstam, ka
a+ L +y+6=180°Taka <DAB + «BCD = a+ [ +y + 6 = 180°, tad Cetrstarim ABCD var apvilkt rinka
[Miju.

13. att.



9.

Izliekta Cetrstlri ABCD virsotnes savienotas ar patvaligiem malu iekséjiem punktiem (skat. 14. att.). Vaiiespéjams
ap katru iekrasoto Cetrstiri apvilkt rinka Iliniju?

14. att.

Atrisinajums. Né, nav iespéjams. Pienemsim pretéjo, ka ap katru iekrasoto Cetrstari var apvilkt rinka lniju.
Izmantojot, ka ievilkta Cetrstira pretéjo lenku summa ir 180°, ieglistam:

o <«PAH = 180° — «PSH = «PSR (no Cetrstira APSH);

o JIEBQ = 180° — <EPQ = XQPS (no Cetrstira EBQP);

o ¥FCR = 180° — «<FQR = «PQR (no Cetrstira CRQF);

o AGDS = 180° — «GRS = XQRS (no Cetrstira DSRG).
Saskaitot ieglitas vienadibas, ieglstam

4PAH + <EBQ + <FCR + «GDS = «PSR + <QPS + <PQR + «XQRS.
Ta ka Cetrstira iekséjo lenku summa ir 360°, tad
LPSR + %QPS + «PQR + «QRS = 360°;

bet «PAH + <EBQ + <FCR + ¥GDS < ¥«BAD + ¥ABC + ¥BCD + <CDA = 360°.
Esam ieguvusi pretrunu, tatad pienémums ir bijis aplams un ap katru iekrasoto Cetrstiri nav iespéjams apvilkt
rinka Iniju.



Uzdevumi

1. Saurlenku trijstira ABC augstumi BD un AE krustojas punkta F. Pieradit, ka punkti E, C, D, F atrodas uz vienas
rinka ITnijas!

2. Trijstari ABC un CEF ir vienadmalu trijstari (skat. 15. att.). Pieradit, ka BF||AC!
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3. Vienadsanu trapeces ABCD sanu malas ir AB un CD, bet diagonales AC un BD krustojas punkta E. Ap trijstari
CDE apvilkta rinka linija krusto garako pamatu AD ieks€ja punkta F. Nogrieznu CF un BD krustpunkts ir G.
Aprékinat <CGD lielumu, ja <CAD = a.

4. Uzkvadrata ABCD malas AB ka pamata uz kvadrata arpusi konstruéts trijstaris AEB. Taisne, kas vilkta no E caur
kvadrata diagonalu krustpunktu O, krusto kvadrata malu AB punkta F un malu DC — punkta G. Zinams,
ka XOEB = X0CG. Pieradtt, ka trijstdris AEB ir taisnlenka trijstaris!

5. Saurlenku trijstari ABC novilkts augstums BD. No punkta D novilkti perpendikuli pret malam AB un CB;
to pamati ir attiecigi M un N. Pieradtt, ka punkti A, M, N, C atrodas uz vienas rinka Iinijas!

6. Trijstari ABC punkts A, ir malas BC iek3€jais punkts, B; ir malas AC iek$€jais punkts, C; ir malas AB iek3$éjais
punkts. Ap trijstiriem AB;C;, CB;A4, BA,C; apvilktas rinka linijas. Pieradit, ka tas visas krustojas viena punkta!

7. lzliekta Cetrstira ABCD diagonales krustojas punkta E. Ap trijstiriem ABE un CDE apvilktas rinka linijas ar
krustojas punkta F. Pieradit, ka trijstiri ABF un CDF ir lidzigi!

8. Cetras rinka linijas aréji pieskaras ta, ka paradits 16. att. Pieradit, ka ¢etrstarim, ko veido rinka Iiniju pieskarsanas
punkti, var apvilkt rinka liniju!

9. lzliekta Cetrstlrt ABCD virsotnes savienotas ar patvaligiem malu ieks€jiem punktiem (skat. 17. att.). Vai iesp&jams
ap katru iekrasoto Cetrstiri apvilkt rinka Iiniju?




