Latvijas 66. matematikas olimpiades 3. posma 2. kartas uzdevumi un atrisinajumi

1. Atrast visas funkcijas f, kas definétas realo skaitlu kopa, pienem realas vértibas un visiem realiem skaitliem x, y
apmierina vienadibu
fle— f—y) = flx+y) —x.
Atrisinajums
levietojot y = —y, ieglistam
fx=fx+y)=fx—-y)—x
—flx—fx+y)=x—fx-y)
ffx=fx+y)=fx—flx=y)=fx+y)—x
levietojot y = C — f(0), x = f(0) — C, iegistam f(f(0) — C — f(2f(0) — 2C)) = C. Lidz ar to funkcija f ir
sirjektiva. Ta ka funkcija ir sirjektiva, tad katram x var atrast tadu y, ka f(x + y) = 0, ievietojot So y pédgja
vienadiba, ieglistam
f(=f(x)) = —x
Dotaja vienadiba ievietojot x = 0 un y = —x, iegistam f(—f(x)) = f(—x).
No pédéjam divam vienadibam secinam, ka f(x) = x visiem realiem x.
2. Kvadratu, kura izméri ir 9 X 9 rltinas, sagrieza ta, ka katra no iegltajam dalam bija vai nu 1. att., vai 2. att., vai
3. att. redzama figira. Kads ir mazakais skaits 3. att. redzamo figiru, ko varéja iegtt?

i N

1. att. 2. att. 3. att.

Atrisinajums

Nokrasojam ratinas ta, ka paradits 4. att. Ta ka pavisam ir 16 nokrasotas ritinas un gan 1. att., gan 2. att. redzama
figra parkl3j tiesi vienu nokrasoto ritinu, tad kopa Sis figliras neaiznem vairak ka 16 - 4 = 64 ritinas. Tas nozimg,
ka paréejas 81 — 64 = 17 ritinas japarklaj ar 3. att. dotajam figliram. Tatad nebls mazak ka 6 sadas figlras, bet ta
ka atlikuSo ratinu skaitam 81 — x - 3 ir jadalas ar 4, tad sadam figlram jabat vismaz 7. Skat. 5. att., kura redzams,
ka 7 $adas figlras varéja iegut.

2 att. 5. att.

3. Atrast visus tadus pirmskaitjus p, ka 3P*~1 4 20 ariir pirmskaitlis!
Atrisinajums
Jap = 2, tad skaitlis 33 + 20 = 47 ir pirmskaitlis. Ja p = 3, tad skaitlis 38 + 20 = 6581 ari ir pirmskaitlis (noteikt,
vai Sis skaitlis ir pirmskaitlis, var parbaudot dalamibu ar visiem pirmskaitliem lidz v6581 < 82).
Pienemsim, kap = 5.Tadp = 3k + 1 unp? — 1 = 9k? + 6k dalas ar 3.
Turklat p ir nepara, tatad p? — 1 ir para. Secinam, ka p? — 1 = 6m kadam naturalam m.
Ta¢u 3% =729 =1 (mod 7), lidz ar to
3P*"1420=3"4+20= (3™ +6=1™+6 = 0 (mod 7)
un 37°~1 4+ 20 dalas ar 7, tatad nevar bt pirmskaitlis (jo acimredzami 3p*-1420 > 7). Secinam, ka vienigas
derigas p vértibasirp = 2unp = 3.
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4. Trijstdrt ABC novilkta mediana CM. Rinka linija ar diametru CM krusto nogrieznus AC un BC attiecigi punktos
P un Q. Zinams, ka AB||PQ un <CAB = «a. Kadas ir XACB iespéjamas vértibas?
Atrisinajums
Ar S apzZiméjam CM un PQ krustpunktu (skat. 6. att.). Ta ka APCS~AACM un ASCQ~AMCB péc pazimes £, tad

% = % = % tapéc PS = SQ.

Rinka Iniju, kuras diametrs ir CM, apziméjam ar w. Nogriezna PQ vidusperpendikula krustpunktus ar w apziméjam

ar U unV.Tad UV ir diametrs. Skirojam divus gadijumus.

1. Ja UV sakrit ar CM, tad PQ L CM, un Iidz ar to AB L CM. Saja gadijuma CM ir gan mediana, gan augstums,
tapéc AABC ir vienadsanu (AC = BC) un <ACB = 180° — 2a.

2. Ja UV un CM ir divi dazadi w diametri, tad S ir w centrs. Ta ka PQ satur S, tad art PQ ir w diametrs, tapéc
LPCQ =90°unlidz arto XACB = 90°.

6. att.

5. Vai eksiste tada bezgaliga naturalu skait|u virkne (a;), ka katram naturalam n, skait|u @, 11, @12, - -+, Anyq, Videjais
aritmétiskais ir vienads ar n?
Atrisinajums
13, der, pieméram, virkne 1; 1; 2; 2; 4; 4; 4; 4, 8; 8; 8; 8; 8; 8; 8; 8; 16; 16; 16; ... (divi vieninieki, divi divnieki, Cetri
Cetrinieki, astoni astonnieki, seSpadsmit seSpadsmitnieki utt.). Pamatosim, ka $1 virkne apmierina uzdevuma

nosacijumus.
1+1

Jan= 1,tadT= 1.

Jan > 1,tad 2¥ < n < 2F*1 Tadagadijumaa, = apyq = - = Ayk+1 = 2% un Ayket1yq == Qp ok = 2k+1,
e 2k (2K )4k (kK

Tad vidéjais aritmétiskais ir ( n);( (=20) _ ok+1 _ 4 2 — 2K+ = gy,
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