Īsi atrisinājumi 
Latvijas 63. matemātikas olimpiāde
3. posms

9.1. Viegli pamanīt, ka a = 1. Lai summas simtu cipars būtu 0, tad b = 9 vai b = 8. b = 9 neder, jo tad summā veidotos pārnesums no desmitu pozīcijas un simtu pozīcijā būtu cipars, kas lielāks nekā 0. Tātad b = 8. 
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9.2. Ievērosim, ka 
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9.3. Aplūkojam virknes pirmos locekļus: 
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Var ievērot, ka visiem 
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Induktīvais pieņēmums. Pieņemsim, ka visiem k < n ir spēkā 
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Induktīvā pāreja. Pierādīsim, ka arī 
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Apgalvojums pierādīts. 

Tātad 
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9.4. Ja pieņemam, ka komanda–zaudētāja izcīnījusi a uzvaras, tad komanda–uzvarētāja izcīnījusi a + 1 uzvaru. Kopējais punktu skaits komandai–zaudētājai ir 
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Pierādīsim, ka komanda–uzvarētāja nevarēja izcīnīt 92 punktus. Ja tā tomēr būtu bijis, tad 
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Kā redzams, nevienai no pieļaujamajām a vērtībām daļas vērtība nav naturāls skaitlis. Tātad komanda–uzvarētāja nevar būt ieguvusi 92 punktus.


Pārbaudīsim, vai komanda–zaudētāja varēja iegūt 92 punktus. Tad 
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. Ja a = 5, tad n = 7, vai, ja a = 8, tad n = 4, tātad, komanda–zaudētāja varēja iegūt 92 punktus.


Tā kā komanda-uzvarētāja ieguva par 3 punktiem nekā komandu-zaudētāja, tad otra komanda (uzvarētāja) ieguva 95 punktus.
9.5. a) Atbilde: 8, skat., piemēram, 2. zīm. 

b) Atbilde: 9, skat., piemēram, 3. zīm.
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2. zīm.                 3. zīm.                    4. zīm. 

Pierādīsim, ka nav iespējams izvietot 10 figūriņas. Izkrāsosim pārklājamo figūru kā parādīts 4. zīm. Tad, lai arī kā tiktu ievietota figūriņa, tā pārklās tieši vienu iekrāsoto rūtiņu. Tātad, ja varētu izgriezt 10 figūriņas, tās pārklātu 10 iekrāsotās rūtiņas, bet ir tikai 9 – pretruna.

10.1. Pārveidosim doto vienādojumu: 
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Lai vienādojumam būtu atrisinājums naturālos skaitļos, nepieciešams, lai 
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10.2. Apzīmēsim 
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10.3. 
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Visām x vērtībām 
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10.4. Apskatīsim Fibonači virknes locekļu atlikumus, dalot ar 3. Tad iegūstam virkni 

1, 1, 2, 0, 2, 2, 1, 0, 1, 1, 2, ...


Atlikumu virkne ir periodiska (periods ir pasvītrots). Tātad virknē ir bezgalīgi daudz skaitļu, kas ir dod atlikumu 2, dalot ar 3. 

Taču naturāla skaitļa kvadrāts, dalot ar 3, var dot atlikumu tikai 0 vai 1:


ja 
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Tātad Fibonači virknē ir bezgalīgi daudz skaitļu (tie, kas dod atlikumu 2, dalot ar 3), kas nav naturāla skaitļa kvadrāts.
10.5. Šķirosim divus gadījumus:


1) Skaitļi n un m abi ir nepāra. Šajā gadījumā 2. spēlētājs vienmēr var veikt griezumu, kas ir simetrisks 1. spēlētāja pēdējam griezumam attiecībā pret lapas centru (skat., piem., 6. zīm.). Tāpēc šajā gadījumā uzvar 2. spēlētājs.
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6. zīm.
7. zīm.

2) Vismaz viens no skaitļiem n un m ir pāra. Tad 1. spēlētājs sākumā veic visgarāko iespējamo griezumu pa vidu malā ar pāra garumu (skat. 7. zīm.). Tālāk 1. spēlētājs var pielietot 1) punkta 2. spēlētāja simetrisko stratēģiju. Tāpēc šajā gadījumā uzvar 1. spēlētājs.
11.1. Pieņemsim pretējo, ka šāda n vērtība tomēr eksistē. Tad 
[image: image63.wmf]k

n

n

36

16

4

2

=

+

+

 jeb 
[image: image64.wmf]k

n

36

12

)

2

(

2

=

+

+

. Tā kā vienādības labā puse dalās ar 12 un 12 dalās ar 12, tad arī 
[image: image65.wmf]2

)

2

(

+

n

 jādalās ar 12. Lai 
[image: image66.wmf]2

)

2

(

+

n

 dalītos ar 12, skaitlim (n + 2) ir jādalās ar 6. Savukārt, ja (n + 2) dalās ar 6, tad 
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11.2. Tā kā ABC ir vienādsānu trijstūris, tad 
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 (skat. 8. zīm.). Tā kā BD ir bisektrise, tad 
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Atliksim punktu F, kas simetrisks punktam A pret taisni BD. Tad trijstūri ABD un FBD ir vienādi (simetriski pret taisni BD), tāpēc to atbilstošie elementi ir vienādi:

 AD=DF, 
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Konstruēsim trijstūrim DFC simetrisku trijstūri DEC pret taisni DC. Šo trijstūri atbilstošie elementi ir vienādi: 
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, tad punkti B, D un E atrodas uz vienas taisnes. Tā kā 
[image: image81.wmf]°

=

Ð

=

Ð

80

BCE

BEC

, tad trijstūris BEC ir vienādsānu un BE=BC. Bet BC=BE=BD+DE=BD+DF=BD+AD, k.b.j.
11.3. Apzīmēsim taisnstūra paralēlskaldņa šķautņu garumus ar a, b, un c (tās ir arī dotā vienādojuma saknes). Tad doto vienādojumu var pārrakstīt formā 
[image: image82.wmf]0

)

)(

)(

(

=

-

-

-

c

x

b

x

a

x

. Atverot iekavas, iegūstam 
[image: image83.wmf]abc

bc

ac

ab

x

c

b

a

x

x

c

x

b

x

a

x

-

+

+

+

+

+

-

=

-

-

-

)

(

)

(

)

)(

)(

(

2

3

. 


Ievērosim, ka dotajā vienādojumā koeficients pie x ir vienāds ar pusi no taisnstūra paralēlskaldņa pilnas virsmas laukuma, tātad pilnas virsmas laukums ir 
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 cm2. Savukārt taisnstūra paralēlskaldņa tilpums ir vienāds ar abc, kas ir vienādojuma brīvais loceklis ar pretējo zīmi, tātad paralēlskaldņa tilpums ir 2860 cm2.
11.4. a) Atbilde: jā, noteikti. Tā kā abiem kvadrātiem ir centrs sakrīt, tiem abiem ir kopīgs tajos ievilktais riņķis, kura rādiusa garums ir 20 cm (skat. 9. zīm.). Riņķa laukums ir 
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b) Atbilde: jā, noteikti. Ja kvadrāti nesakrīt, tad ārpus kopīgās daļas veidojas astoņi vienādi taisnleņķa trijstūri AJS, JFK, BKL, LMG, CMN, PHN, DPR un ERS. Kvadrātu kopīgā daļa būs mazākā iespējamā, ja šo trijstūru laukums būs lielākais iespējamais. Apzīmējot 
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Tātad, nepieciešams atrast tādu x vērtību, lai 
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Apzīmējot 
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 (p > 0), no sakarībām starp aritmētisko un ģeometrisko vidējo iegūst 
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Izmantojot šo sakarību, iegūstam, ka maksimālā 
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11.5. a) Ar matemātisko indukciju pamatosim, ka ir vismaz divas pilsētas, no kurām no katras iziet tieši viens ceļš. 

Ja n = 2, tad apgalvojums ir acīmredzami patiess (starp divām pilsētām var būt uzbūvēts tikai viens ceļš, kas savieno šīs pilsētas). 

Pieņemsim, ka vajadzīgais ir pamatots pie n < k pilsētām un pamatosim to arī k pilsētu gadījumā, k ≥ 3. Patvaļīgi izvēlēsimies vienu ceļu, pieņemsim, ka tas savieno pilsētas A un B. „Nodzēsīsim” (pieņemsim, ka tas vairs nav izbraucams) ceļu AB, un visas pilsētas sadalīsim divās grupās – grupā V1 (pilsētas, uz kurām iespējams nokļūt no pilsētas A, ieskaitot pašu A), un grupā V2 (pilsētas, uz kurām iespējams nokļūt no B, ieskaitot pašu B). Ievērosim, ka katra pilsēta ietilpst tieši vienā no grupām: ja būtu tāda pilsēta C, kurā iespējams nokļūt gan no A, gan B, tad sākotnēji valstī Alfa no pilsētas A uz B varētu nokļūt vairāk nekā vienā veidā (uz B no A varētu nokļūt gan pa ceļu AB, gan pa ceļiem, kas savieno A ar C un C ar B) – pretruna. Vismaz vienā no grupām (pieņemsim, ka tā ir V1) ir vismaz divas pilsētas; tas nozīmē, ka, saskaņā ar induktīvo hipotēzi, tajā ir vismaz divas pilsētas, no kurām no katras iziet tieši viens ceļš. Ja neviena no šīm pilsētām nav A, tad vajadzīgais ir pamatots (arī sākotnēji no katras šīm pilsētām iziet tikai viens ceļš). Apskatām gadījumu, kad viena no šīm pilsētām ir A (otru pilsētu apzīmēsim ar X). Ir divas iespējas:

· Grupā V2 ietilpst tikai pilsēta B. Tad sākotnēji no pilsētām X un B no katras izgāja tieši viens ceļš.

· Grupā V2 ietilpst vismaz divas pilsētas. Tad, saskaņā ar induktīvo hipotēzi, grupā V2 var atrast divas pilsētas, no kurām no katras iziet tieši viens ceļš. Viena no šīm pilsētām, apzīmēsim to ar Y, nav B. Tad sākotnēji no pilsētām X un Y no katras izgāja tieši viens ceļš. 


Līdz ar to ir pamatota induktīvā pāreja un apgalvojums ir pierādīts.


b) Ar matemātisko indukciju parādīsim, ka katrai no pilsētām var piešķirt vērtību -1 vai 1 tā, lai jebkuru divu pilsētu, kuras ir savienotas ar ceļu, vērtības būtu pretējas. Ja n = 2, tad apgalvojums acīmredzami ir patiess. Pieņemsim, ka vajadzīgais ir pierādīts, ja n = k un pamatosim, ka tas ir patiess arī, ja n = k + 1. Izvēlamies jebkuru pilsētu A, no kuras iziet tieši viens ceļš (pieņemsim, ka šis ceļš iet uz pilsētu B). Aplūkosim visu pilsētu (neskaitot A) un visu ceļu (neskaitot ceļu AB) veidoto sistēmu. Saskaņā ar induktīvo hipotēzi, šīm k pilsētām var piešķirt vērtības 1 un ‑1 vajadzīgajā veidā. Tad pilsētai A piešķir vērtību –v, kur v ir pilsētas B vērtība. Induktīvā pāreja izdarīta.


Ja pilsētām ir piešķirtas vērtības aprakstītajā veidā, tad apzīmēsim ar m to pilsētu skaitu, kurām vērtība ir 1, bet ar l – to pilsētu skaitu, kurām vērtība ir -1. Ja m < l, tad visām pilsētām, kurām vērtība ir 1, piekārto pāra numurus; ja l ≤ m, tad pāra numurus piekārto pilsētām, kuru vērtība ir ‑1. Pārējām pilsētām atlikušos numurus piekārto patvaļīgi.


Tā kā katrām divām ar ceļu savienotām pilsētām ir pretējas vērtības, tad no jebkurām divām ar ceļu savienotām pilsētām vismaz vienai ir piekārtots pāra numurs. Taču tad šo pilsētu numuru reizinājums ir pāra skaitlis. 
12.1. Apzīmēsim NM krustpunktus ar malām AB un AC attiecīgi ar K un L (skat. 10. zīm.).


Tā kā N un M ir attiecīgo loku viduspunkti, tad leņķi, kas balstās uz vienādiem lokiem, ir vienādi:
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Trijstūra BKN virsotnes K ārējais leņķis ir 
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12.2. Sareizinot abus vienādojumus, iegūstam 
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Acīmredzami, ka pēdējā vienādojuma kreisā puse nepārsniedz 
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12.3. Ievērosim, ka nevienam veselam 
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Tad doto sakarību drīkstam pārveidot formā 
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Ievietojot n = 0, iegūstam vienādību 
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. Izmantojot (1), varam pakāpeniski aprēķināt
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Rodas hipotēze, ka šajā gadījumā
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Indukcijas bāze jau ir pamatota.
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Induktīvā pāreja izdarīta.
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Rodas hipotēze, ka šajā gadījumā
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Līdzīgi kā iepriekšējā gadījumā, ar matemātisko indukciju pierādīsim, ka patiešām visiem naturāliem n 
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Indukcijas bāze jau ir pamatota.
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Induktīvā pāreja izdarīta.


Tātad vienīgās funkcijas, kas apmierina uzdevuma nosacījumus, ir 
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12.4. Pārveidosim doto vienādību formā 
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 pēc moduļa 3, iegūstam, ka viens no skaitļiem x, y, z dalās ar 3 (naturāla skaitļa kvadrāts pēc moduļa 3 var būt kongruents tikai ar 0 vai 1). Aplūkojot vienādojumu 
[image: image150.wmf]2

2

2

z

y

x

=

+

 pēc moduļa 8, redzam, ka viens no skaitļiem x, y, z dalās ar 4 (naturāla skaitļa kvadrāts pēc moduļa 8 var būt kongruents tikai ar 0, 1 vai 4).


Tātad skaitlim n mazākie dalītāji ir 1, 2, 3 un 4, t.i., 
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12.5. a) Atbilde: nevar.

Aizstājam burtu a ar ciparu 1, burtu b – ar ciparu 2, burtu c – ar ciparu 3. Tātad sākotnēji uz tāfeles uzrakstītā virkne atbilst skaitlim 1221 un jāiegūst skaitli 121. Ievērosim, ka atļautās darbības atbilst šādām darbībām ar skaitļiem:



a) uz tāfeles uzrakstītajā skaitlī var patvaļīgi mainīt ciparu kārtību;



b) ja skaitļa pēdējie divi cipari ir 12, tad tos var nodzēst;



c) ciparus 21 var aizstāt ar 112233;



d) ciparus 223 var aizstāt ar 1;



e) drīkst izsvītrot trīs vienādus pēc kārtas uzrakstītus ciparus.


Ievērosim, ka uz tāfeles uzrakstītā skaitļa ciparu summa, veicot šos gājienus,



a) nemainās;



b) samazinās par 3;



c) palielinās par 9;



d) samazinās par 6;



e) samazinās par 3 (ja nodzēsti trīs vieninieki), 6 (ja nodzēsti trīs divnieki) vai 9 (ja nodzēsti trīs trijnieki).


Sākotnēji uz tāfeles uzrakstīts skaitlis 1221, kurš dalās ar 3 un kura ciparu summa dalās ar 3. Veicot aprakstītos gājienus, iegūtā skaitļa ciparu summa vienmēr dalīsies ar trīs, kas nozīmē, ka gājienu rezultātā var iegūt tikai skaitļus, kuri dalās ar 3. Taču skaitlis 121 nedalās ar 3, tātad ar aprakstītajiem gājieniem to nevar iegūt no skaitļa 1221. Tātad arī virkni aba nevar iegūt no virknes abba ar aprakstīto gājienu palīdzību.


b) Atbilde: var, piemēram, aabbcabaab ( aaaaabbbbc ( aabbbbc ( aabba ( abaab ( aba.
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