Materiāls ņemts no grāmatas: Andžāns Agnis, Bērziņa Anna, Bērziņš Aivars "Latvijas Republikas 26.-51. matemātikas olimpiādes"

LATVIJAS REPUBLIKAS 48. OLIMPIĀDE

ATRISINĀJUMI

48.1. Tā kā grafika parabolas zari vērsti uz augšu, tad koeficientam pie 
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48.2. Apzīmējam skaitli labējā augšējā rindiņā ar x. Tad no labējās kolonnas redzam, ka katrā līnijā summa ir 
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48.3. Apzīmējam meklējamo skaitli ar 
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48.4. Atliekam 
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Tad trijstūri LAD un  MDC ir vienādi (pēc divām katetēm). Tātad 
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; un CM  un DL krustpunkts ir minētais punkts K. Tā kā BCNL ir taisnstūris, tad ap to var apvilkt riņķa līniju ar centru diagonāļu krustpunktā O. Tā kā 
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48.5. Nē, nevar. Pieņemsim, ka pirmajā reizē bija n vadītāji, otrajā – 
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; pieņemsim pretējo, ka arī otrā sadale bija veiksmīga. Tad divi otrā sadalījuma kapteiņi A un B nonāca vienā komandā pirmajā sadalījumā; tās kapteinis bija kāds trešais skolēns C, jo A un B saskaņā ar doto nav draugi. Tātad C draudzējas gan ar A  gan ar B; tāpēc otrajā sadalījumā gan A, gan B gribēs iekļaut savā komandā C, bet tas nav iespējams.

48.6. No pirmā vienādojuma izsakām  y = x2 ( 1; iegūto izteiksmi ievietojam otrajā vienādojumā:
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Dotajai vienādojumu sistēmai ir četri atrisinājumi:

(0; (1), ((1; 0), 

 un 

.

48.7. Pieņemsim no pretējā, ka nevienam no dotajiem vienādojumiem reālu sakņu nav. Tādā gadījumā to diskriminantiem jābūt mazākiem par nulli, t.i
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Līdz ar to iegūstam nevienādību sistēmu 



 




Tā kā nevienādību sistēma ir simetriska pret p un q, tad varam pieņemt, ka 
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48.8. Katram naturāla skaitļa n dalītājam d atbilst otrs dalītājs 
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. Tātad visi dalītāji sadalās pāros. Lai dalītāju skaits būtu nepāra skaitlis nepieciešams, lai vienā pārī abi dalītāji būtu vienādi, t.i. 
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Tādējādi skaidrs, ka īpatnējie skaitļi ir naturālo skaitļu kvadrāti.

Tātad 
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 paritātes ir vienādas, tad skaitli 24 ir jāsadala divu pāra skaitļu reizinājumā; to var izdarīt divos veidos 
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To atrisinājumi ir (7, 5) un (5, 1). Atbilstošās n vērtības ir 25 un 1.


48.9.  Apzīmēsim (C bisektrises un trijstūra pamata krustpunktu ar M (sk. 48.5. zīm.). Tā kā (ACB ir vienādsānu, tad (C bisektrise ir arī augstums, tāpēc (AMC = 90(.




48.5. zīm.

Tā kā CN – bisektrise, tad 

(FCN = (GCN.           (1)

Tā kā pēc konstrukcijas GC(FN (kā paralelograma CFEG pretējās malas), tad 

(GCN = (CNF           (2)

No (1) un (2) seko, ka  (FCN = (CNF, bet tas nozīmē, ka (CFN ir vienādsānu, t.i.,

CF = FN.

(3)

Tā kā CF un GE ir paralelograma CFEG pretējās malas, tad 

CF = GE.

(4)

No tā, ka paralelograma CFEG pretējās malas ir paralēlas, t.i., CF(GE, izriet, ka arī  CB(GE.

Līdz ar to (ACB un (AGE ir līdzīgi (AE un AB atrodas uz vienas taisnes; tāpat AG un AC, bet CB(GE, kā tikko pierādīts). No tā seko, ka arī (AGE ir vienādsānu trijstūris un tāpēc

AG = GE.

(5)

No (3), (4) un (5) izriet, ka

FN = CF = GE = AG
(6)

No tā, ka paralelograma CFEG pretējās malas ir paralēlas, izriet, ka arī 

FN (AG,

(7)

No (6) un (7) seko, ka FNAG ir paralelograms ; no tā, savukārt, seko, ka

AN (GF. 

(8)

Līdz ar to uzdevuma a) daļa ir pierādīta. Tālāk pārejam pie b) daļas pierādīšanas.

No tā, ka paralelograma CFEG pretējās malas CG un FE ir paralēlas, izriet, ka arī 

CG(NE 

      (9)

No dotā seko, ka CG(AO. No tā un no (9) izriet, ka

NE ( AO.                  (10)

Zināms, ka CM ir (ACB augstums, tāpēc arī 

AM ( NO.
      (11)

Aplūkosim (AON. No (10) un (11) seko, ka punkts E ir (AON augstumu krustpunkts. Bet tādējādi arī augstums pret malu AN iet caur punktu E, t.i.,

OE ( AN.

(12)

No (8) un (12) seko, ka 

OE ( GF.

Līdz ar to arī uzdevuma b) daļa ir pierādīta.

48.10. Pieņemsim pretējo: nav tāda brīža, kad pie Sniegbaltītes vienlaicīgi būtu ciemojušies vismaz trīs rūķīši.

Tā kā ir zināms, ka pie Sniegbaltītes ir satikušies katri divi rūķīši (un nekad trīs reizē), tad var aprēķināt, cik dažādu pāru (dažādos laikos) bijuši; šādu pāru ir 36.

No uzdevuma nosacījumiem  seko, ka notikušas 9(4 = 36 rūķīšu ierašanās.
Aplūkosim tos momentus, kad kāds rūķīšu pāris pirmo reizi ir pie Sniegbaltītes. Skaidrs, ka jebkurā tādā momentā ir notikusi vismaz viena rūķīša ierašanās. 

Acīmredzot, pirms pirmā posma bija jāierodas diviem rūķīšiem  un pirms katra nākošā posma jāierodas vēl vismaz vienam rūķītim. Tātad jānotiek vismaz 37 rūķīšu atnākšanām, bet to ir tikai 36; iegūta pretruna 

48.11. Apgalvojums seko no identitātes
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48.12. a) Ja n ir nepāra skaitlis, tad
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un nevar būt pirmskaitlis (jo dalās ar 3 un ir lielāks par 3).

b) Tātad n ir pāra skaitlis. Pierādīsim, ka tas nevar būt skaitlis 
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Tas nozīmē, ka dotais skaitlis dalās ar 5, un nevar būt pirmskaitlis.

a) Analoģiski kā iepriekšējos gadījumos pārbaudām, ka, gadījumā, ja 
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48.13. Skat. 48.6. zīm.
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48.14. Apzīmējam 
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Vienādība pastāv tad un tikai tad, kad 
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48.15. a) Aplūkosim 10 melnos punktus (skat. 48.7. zīm.).
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Pieņemsim, ka skudras nesatiekas. Aplūkosim 10 skudras, kas sākotnēji atradās melnajos punktos. Tad pēc viena gājiena tās atradīsies baltajos punktos. Aplūkosim vēl 10 skudras, kas pēc pirmā gājiena atradās melnajos punktos. Pēc otrā gājiena tās atradīsies baltajos punktos; arī pirmās 10 skudras atradīsies baltajos punktos (jo divos gājienos nevar aiziet no melnā punkta uz melno). Tātad vismaz 20 skudras atradīsies baltajos punktos, taču šādu punktu ir tikai 18. Iegūta pretruna.

b) Nē, ne noteikti. Piemēram, skudras var kustēties cikliski apkārt 48.8. zīmējumā iekrāsotajiem trijstūriem vai rombiem.
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48.16. Izteiksme nevienādības kreisajā pusē, palielinoties argumenta vērtībai par 1, palielinās vairāk kā par 1, bet izteiksme nevienādības labajā pusē, palielinoties argumenta vērtībai par 1, palielinās par 1. Tā kā 
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48.17. Pēc moduļa 3 iegūstam kongruenci
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Tātad x ir pāra skaitlis 2k.
Līdzīgi, pēc moduļa 4 iegūstam
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tātad arī  y ir pāra skaitlis 2m.

Iegūstam 
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48.18. a) Daudzskaldnis ar 8 virsotnēm parādīts 48.9. zīmējumā.
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b) Pierādīsim, ka daudzskaldnim nevar būt mazāk par 8 virsotnēm. Vienīgais daudzskaldnis ar 4 skaldnēm ir tetraedrs, tas mums neder. Tāpēc jābūt vismaz 5 skaldnēm. Tad minimālie šķautņu skaiti tām ir 3, 3, 4, 4, 5; tātad ir vismaz viena skaldne ar vismaz 5 šķautnēm; tai ir vismaz 5 blakus skaldnes (kopā 6 skaldnes). Minimālie šķautņu skaiti tām ir 3, 3, 4, 4, 5, 5. Apskatām abas skaldnes, kurām ir ne mazāk par 5 virsotnēm; tām ir ne vairāk par 2 kopīgām virsotnēm. Tātad kopīgais virsotņu skaits ir ne mazāks par 
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48.19. a) Vienādību 
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Saskaņā ar pirmo aksiomu
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Saskaņā ar otro aksiomu kvadrātiekavās ierakstītā izteiksme ir vienāda ar y. Tātad
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b) Apzīmēsim 
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48.20. a) Viegli pierādīt, ka mērķi var sasniegt, ja izdarām pa vienai izmaiņai virsotnēs, kurās ieiet nepāra skaits sarkano šķautņu.

48.21. Atrodam uz diagonāles AC tādu punktu S, ka 
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Tad trijstūri AKN  un ASD ir līdzīgi, un 
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Saskaitot pasvītrotās vienādības, iegūstam prasīto.

48.22. Aplūkosim divus gadījumus:
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2) p – nepāra pirmskaitlis. Tad vienādība pārveidojas formā
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Labās puses izteiksme dalās ar 
[image: image111.wmf]`

1

+

n

p

, bet nedalās ar 
[image: image112.wmf]2

+

n

p

. Tāpēc 
[image: image113.wmf]1

+

=

n

x

. Izmantojot iepriekšējo vienādību, atrodam vienīgo atrisinājumu 
[image: image114.wmf]2

,

3

=

=

=

y

x

p

.

48.23. No nevienādības starp vidējo aritmētisko un vidējo ģeometrisko izriet, ka 
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Saskaitot šīs nevienādības, iegūstam vajadzīgo, jo labajā pusē iegūstam vieninieku.

48.24. Doto vienādību apmierina funkcijas
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48.25. Nē, tā nevar notikt. Iekrāsosim kuba virsotnes divās krāsās – melnā  un baltā tā, ka katra šķautne satur melnu un baltu virsotni.; un izkrāsosim arī plaknes režģa virsotnes “šaha galdiņa” kārtībā (skat. 48.11. zīm.).
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Saskaņosim krāsojumu tā, lai sākuma pozīcijā melnās kuba virsotnes sakristu ar melnajām režģa virsotnēm. Viegli redzēt, ka šī īpašība saglabājas, kad kubs pārveļas kādai no atbalsta skaldnes šķautnēm. Tātad šī īpašība saglabāsies līdz kustības beigām. Bet, ja kubs būtu pagriezts par 
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 ap vertikālo asi, tā nebūtu saglabājusies.

_999786804.unknown

_999857189.unknown

_999862110.doc


48.9. zīm.



_999952802.unknown

_999953556.unknown

_999954253.unknown

_999954494.unknown

_999954948.unknown

_999955329.unknown

_999955760.doc


48.11. zīm.



_999956763.unknown

_999955304.unknown

_999954769.unknown

_999954373.unknown

_999954400.unknown

_999954352.unknown

_999953761.unknown

_999953883.unknown

_999953595.unknown

_999953243.unknown

_999953394.unknown

_999953461.unknown

_999953308.unknown

_999952945.unknown

_999952976.unknown

_999952880.unknown

_999946417.unknown

_999946695.unknown

_999952266.doc




   B



              C



          M


          S





  N


             A

  K

         D


48.10. zīm.



_999952685.unknown

_999952197.unknown

_999946595.unknown

_999946647.unknown

_999946465.unknown

_999945566.unknown

_999946024.unknown

_999946181.unknown

_999945595.unknown

_999945034.unknown

_999945035.unknown

_999944685.unknown

_999858403.doc


48.7. zīm.



_999860901.unknown

_999861490.unknown

_999861522.unknown

_999861168.unknown

_999860634.unknown

_999860675.unknown

_999859694.doc


48.8. zīm.



_999857584.unknown

_999857713.unknown

_999858001.unknown

_999857675.unknown

_999857426.unknown

_999857546.unknown

_999857391.unknown

_999793647.doc






     M




 



  (

   t   
   C1  







     C2



   l 








 A








B2






          (2




  B1

(1


48.6. zīm.



_999856565.unknown

_999856885.unknown

_999857109.unknown

_999857146.unknown

_999857054.unknown

_999856682.unknown

_999856773.unknown

_999856584.unknown

_999856228.unknown

_999856342.unknown

_999856444.unknown

_999856242.unknown

_999856125.unknown

_999856171.unknown

_999856112.unknown

_999787887.unknown

_999792313.unknown

_999792578.unknown

_999793082.unknown

_999792548.unknown

_999787991.unknown

_999791866.unknown

_999787910.unknown

_999787462.unknown

_999787720.unknown

_999787774.unknown

_999787564.unknown

_999786865.unknown

_999787156.unknown

_999786825.unknown

_999519608.unknown

_999784681.unknown

_999786409.unknown

_999786698.unknown

_999786738.unknown

_999786439.unknown

_999785976.unknown

_999786041.unknown

_999784998.unknown

_999520271.unknown

_999783634.doc



 B


       C




           O


 
L


         N





     K



 A

    M
        D


48.4. zīm.



_999784600.unknown

_999782657.unknown

_999519754.unknown

_999519856.unknown

_999519663.unknown

_999518592.unknown

_999519116.unknown

_999519196.unknown

_999519549.unknown

_999519156.unknown

_999518688.unknown

_999518906.unknown

_999518650.unknown

_999518407.unknown

_999518426.unknown

_999518458.unknown

_963160322.unknown

_999518254.unknown

_999518221.unknown

_963228445.doc
�



A







 O







 M







B







 N







 G







F







C







E
















_963147183.unknown

_963160309.unknown

_963147172.unknown

_951896589.unknown

