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LATVIJAS REPUBLIKAS 43. OLIMPIĀDE

ATRISINĀJUMI

43.1. Pagarinām BO līdz krustpunktam M ar AC (skat. 43.2. zīm.).
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Varam uzskatīt, ka 
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. Tātad nogriežņu AO, BO un CO garumi apmierina trijstūra nevienādību, un no šiem nogriežņiem var izveidot trijstūri.

43.2. Apzīmējam 
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43.3. Skat. zīm. 43.3.
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Tā kā trijstūriem ACO un ADO ir vienādi pamati AO un DO un kopīgs augstums pret tiem, tad 
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Saskaitot šīs vienādības, iegūstam, ka 
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43.4. Visus skaitļus sadalām grupās no 
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 (pēdējā grupa ir nepilna). Katrā šādā grupā tieši trim skaitļiem izpildās prasītā īpašība: tie ir skaitļi 
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43.5. Pavisam ir 
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 dažādu virknīšu. Pierādīsim, ka maksimālais kodu skaits ir 
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.

1) Pieņemsim, ka kodu skaits ir lielāks par 
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. Aplūkosim kodu pirmos piecus ciparus. Variantu skaits ir 
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, tātad no Dirihlē principa seko, ka vismaz diviem kodiem pirmie 5 cipari sakritīs.

2) 
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 kodus var izveidot šādi: ņemam virknes, kurām pirmie 5 cipari ir patvaļīgi (tādu pavisam ir 
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); pēdējo ciparu izvēlamies tā, lai skaitļa ciparu summa dalītos ar 10. Viegli pārbaudīt, ka divas šādas virknes atšķiras vismaz divās vietās.

43.6. Apzīmēsim 
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43.7. Tā kā trijstūriem, kuru pamati ir vienādi un atbilstošie augstumi ir vienādi, laukumi ir vienādi, tad 
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Tātad 
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43.8. Atverot iekavas, pārveidojumu ceļā pakāpeniski iegūstam
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Bet 
[image: image41.wmf]1

2

+

+

n

n

 nevar būt naturāla skaitļa kvadrāts, jo atrodas starp divu viens otram sekojošus naturālu skaitļu kvadrātiem:


[image: image42.wmf].

)

1

(

1

2

2

2

+

<

+

+

<

n

n

n

n


Tātad vienādojumam atrisinājuma naturālos skaitļos nav.

43.9. Saskaņā ar teorēmu par ievilktu leņķi, kas balstās uz diametru, riņķa līnijas iet caur augstuma pamatiem, kā parādīts 43.5.zīmējumā
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Saskaņā ar teorēmu par hordu nogriežņu reizinājumiem 
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43.10. Apzīmēsim ar a to nenulles ciparu, kas pirmo reizi parādās skaitļa A pierakstā vēlāk par visiem pārējiem; skaidrs, ka a ir devītais vai vēl tālāks cipars. Ar b apzīmēsim to no a atšķirīgo ciparu (varbūt arī 0), kas pirmo reizi A pierakstā pēc jau minētās a parādīšanās parādās vēlāk par visiem citiem; skaidrs, ka b ir astoņpadsmitais vai vēl tālāks cipars. Aiz b skaitļa A pierakstā ir ne vairāk kā 
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cipari, tātad vismaz viens no cipariem, kas atšķiras gan no a, gan no b, tur nav sastopams; apzīmēsim to ar c. Skaidrs, ka 
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 ir trīsciparu skaitlis ar vajadzīgo īpašību.

43.11. Ievērosim, ka 
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Ar matemātisko indukciju pierādīsim, ka tādas izteiksmes vērtība, kas satur n divniekus, ir 
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 Bāze jau pārbaudīta. Induktīvās parejas pareizība seko no vienādības
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Atliek atzīmēt, ka n un 
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 ir savstarpēji pirmskaitļi (ja tie abi dalītos ar kādu d, tad ar  d  būtu jādalās arī starpībai 
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Tātad uzdevuma atbilde ir 
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43.12. Apzīmēsim trijstūra malu garumus ar a, b, c, laukumu ar S, pusperimetru ar p, ievilktās un apvilktās riņķa līniju rādiusus atbilstoši ar r un R.

No pazīstamajām formulām 
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Ja pierādīsim, ka 
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, kas ir taisnība saskaņā ar trijstūra nevienādību.

Kā redzams, nekur netika izmantots nosacījums par to, ka trijstūris ir šaurleņķa.

43.13. Jā, var. Piemēram, 8 punktu kopa, kas sastāv no kvadrāta virsotnēm un tādu vienādmalu trijstūru virsotnēm, kas konstruēti uz kvadrāta malām ka pamatiem tā iekšpusē (skat 43.6. zīm.)
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Vienīgais netriviāli pārbaudāmais gadījums – pierādīt, ka B un C atrodas uz  AD vidusperpendikula (un vēl 7 gadījumi, kas reducējas uz šo ar pagriešanu vai spoguļattēlošanu). Par B tas ir skaidrs (AB = DB, jo abi nogriežņi vienādi ar kvadrāta malu). Lai pierādītu to par C, pietiek pierādīt, ka 
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43.14. Tāds skaitlis ir 38.

1) Vienādības 38 = 37 + 1 = 35 + 3 = 33 + 5 = 31 + 7 = 29 + 9 = 27 + 11 = 25 + 13 = 23 + 15 = 21 +17 = 19 + 19 ( katrā pārī pasvītroti saskaitāmie, kas nav salikti skaitļi) parāda, ka 38 nevar izsacīt kā divu nepāra saliktu skaitļu summu.

2) Ja  2n > 38, apskatām vienādības

2n = (2n – 15) + 15

2n = (2n – 25) + 25

2n = (2n – 35) + 35

Saskaitāmie 15; 25; 35 ir salikti nepāra skaitļi; saskaitāmie (2n – 15); (2n – 25); (2n – 35) ir nepāra skaitļi, kas lielāki par 3. Šķirojot gadījumus atkarībā no tā, kādu atlikumu dod n dalot ar 3, iegūstam, ka vismaz viens no skaitļiem (2n – 15); (2n – 25); (2n – 35) dalās ar 3. Tiešām:
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Atbilstošā vienādība arī norāda, ka izsacīt atbilstošo skaitli 2n kā divu saliktu nepāra skaitļu summu.

43.15. Ja deputāts ietilpst frakcijā, kurā pavisam ir x dalībnieki, teiksim, ka viņam ir svars 
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Skaidrs, ka visu svaru summa pirmajā sadalījumā ir 12, bet otrajā tā ir 16, un neviena deputāta svars nav lielāks par 1. Ja tikai četru (vai mazāk) deputātu svari ir palielinājušies, tad kopējā palielināšanās notikusi par lielumu, kas mazāks par 4 (jo deputāta svars palielinās no pozitīva skaitļa līdz skaitlim, kas nepārsniedz 1), un  kopējā summa nevar pieaugt no 12 līdz 16.
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Apzīmēsim abu ievilkto riņķa līniju rādiusus ar a un b, centrus ar Oa un Ob, liela riņķa centru ar O, abu hordu krustpunktus ar S. Aplūkosim trijstūri OaObO. Skaidrs, ka 
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Ja trijstūris 
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43.17. Der, piemēram, vienādība
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43.18. Acīmredzot pietiek pierādīt, ka kaut kādu divu no leņķiem A, B, C, D summa ir 180(. Ja tie ir pēc kārtas ņemti četrstūra leņķi, tas ir trapece; ja tie ir pretēji leņķi, četrstūris ir ievilkts riņķa līnijā.
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No šejienes iegūstam:


[image: image92.wmf].

0

2

cos

2

cos

2

cos

2

2

cos

2

cos

2

cos

2

cos

2

cos

cos

cos

cos

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

-

+

=

-

+

+

-

+

=

+

+

+

D

C

B

A

B

A

D

C

D

C

B

A

B

A

D

C

B

A


Ja 
[image: image93.wmf]0

2

cos

=

+

B

A

, tad iegūstam 
[image: image94.wmf]°

=

+

180

B

A

.

Ja  
[image: image95.wmf]0

2

cos

2

cos

=

-

-

-

D

C

B

A

, tad iegūstam


[image: image96.wmf].

0

4

sin

4

sin

2

=

+

-

-

-

+

-

-

D

C

B

A

D

C

B

A


Ievērosim, ka 
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43.19. Figūras F laukumu apzīmēsim ar [F].

Lemma. Ja trijstūra piramīdā SABC pastāv sakarības 
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Novelkam 
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Lemma pierādīta.

Aplūkosim zīmējumu 43.9.
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Tagad  viegli pierādīt, ka 
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Tiešām, izmantojot lemmu un izsakot visu astoņu skaldņu laukumu kvadrātus ar to taisnleņķa trijstūra laukumu kvadrātiem, kuru taisnā leņķa virsotne ir S, iegūstam, ka abās vienādības pusēs ir visu 12 šo taisnleņķa trijstūru laukumu kvadrātu summa.

43.20. Pieņemsim, ka dotie skaitļi ir sakārtoti virknē
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Pierādījums iegūstams, atrisinot vienādojumu sistēmu
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Otrajā iekavā ir t (nepāra skaitlis) nepāra saskaitāmo, tātad tās vērtība ir nepāra skaitlis. Tātad 
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Tā kā nepāra skaitļa kvadrāts, dalot ar 4, dod atlikumā 1, tad 
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     skaidrs, ka šāda nevienādība izpildās tikai galīgam skaitam n vērtību.

43.23. Ja 
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Atņemot no pirmās vienādības otro un pārveidojot, iegūstam
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Viegli pārbaudīt, ka šī formula pareiza arī pie 
[image: image173.wmf]1

=

n

. Tādēļ


[image: image174.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

.

1993

1

2

1

1

1993

1992

1993

1

1

2

1992

1

1993

1

1993

1993

0

2

1

×

×

-

=

×

×

×

-

-

×

×

×

-

=

=

×

-

-

-

×

-

-

=

-

-

-

=

-

-

n

n

n

n

n

n

C

x

n

n

x

n

n

n

n

x

n

n

x

L

L

L


Tāpēc prasītā summa ir
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Izmantota Ņūtona binoma formula.

43.24. Apskatīsim atbilstošo orientēto grafu. Pieraksts  
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43.25. Apskatīsim doto vienādību
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