Materiāls ņemts no grāmatas:
LATVIJAS RAJONU 37. OLIMPIĀDE

ATRISINĀJUMI

37.1. No četrām rūtiņām var izveidot šādas figūras (skat. 37.3. zīm.).
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37.3. z

īm.


Kvadrātu var sagriezt pirmo četru veidu figūrās (skat. 37.4. zīm.).


[image: image2.wmf]37.4. z

īm.


Viegli redzēt, ka piektā veida figūrās kvadrātu sagriezt nevar.

37.2. Pakāpeniski pārveidojot iegūstam
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37.3.
a)  
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c) Nē, nevar. Neizmantojot dalīšanas zīmes, mēs varam iegūt tikai skaitļus, kas dalās ar 3, bet 1987 ar 3 nedalās.

37.4. Uzrakstīsim ciparus augošā secībā 
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tad viena no starpībām iekavās nepārsniedz 2. Apzīmēsim šos skaitļus ar x un  y (
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), bet pārējos ar z un t. Tad 
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37.5. Ar pirmo gājienu visas pankūkas saliekam uz pirmo pannu..

 Ar otro gājienu uz otro pannu pārceļam tik daudz pankūku , lai apakšējā no tām būtu vislielākā. 

Ar trešo gājienu visas pankūkas, izņemot lielāko, pārceļam no otrās pannas uz pirmo.

Ar ceturto gājienu uz otro pannu pārceļam tik daudz pankūku , lai apakšējā no tām būtu  otrā lielākā. 

Turpinot šo procesu ar 4. un 5. gājienu novietosies pareizā secībā trīs pankūkas, utt. Ar  
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 un 
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 gājienu jau pareizi būs novietotas  
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 pankūkas.

Protams, ka atlikušās divas pankūkas var pārnest uz otro pannu vai nu vienā gājienā (ja tās saliktas pareizā secībā), vai divos gājienos .

37.6. To var izdarīt, piemēram, kā parādīts 37.5. zīmējumā.


[image: image13.wmf]X

X

X

X

X

X

X

X

X

37.5. z

īm.


37.7. Var būt jebkurš skaitlis no 100 līdz 109. Šos piemērus dod gadījumi, kad katrā kastē ir 10 kg, 10,1 kg, 10,2 kg, …, 10,9 kg cukura.

Vairāk par 109 paciņām iegūt nevar, jo katrā kastē ir mazāk par 11 kg cukura; tātad kopā ir mazāk par 110 kg cukura.

37.8. Nē, nevar. Neatkarīgi no tā kādi nogriežņi izvēlēti, to garumu summu var aprēķināt šādi. Nogriežņa garums ir starpība starp labā galapunkta koordināti un kreisā punkta koordināti. Summējot šos lielumus, katrs labais galapunkts summā tieši vienu reizi ieies ar zīmi "+", bet katrs kreisais -- ar zīmi "-". Tāpēc visu nogriežņu summa būs vienmēr vienāda ar 
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37.9. Tādus skaitļus var izvēlēties, piemēram, šādi:
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[image: image16.wmf]1987

2

×

.

37.10. a) Šajā gadījumā uzvar otrais spēlētājs. Kad pirmais spēlētājs novietojis kauliņu, otrais saskaita, cik brīvu rūtiņu ir pa labi no tā. Šķiro trīs gadījumus:


1) 2 rūtiņas,


2) nepāra skaits rūtiņu,


3) pāra skaits rūtiņu (izņemot 2).

1) Otrais spēlētājs otro kauliņu novieto blakus pa kreisi pirmā spēlētāja novietotajam kauliņam.

2) Otrais spēlētājs savu kauliņu novieto uz pēdējās rūtiņas.

3) Otrais spēlētājs savu kauliņu novieto uz  priekšpēdējās rūtiņas.

Viegli pārbaudīt, ka visos gadījumos gājienu pietrūks pirmajam spēlētājam.


b) Šajā gadījumā uzvar pirmais spēlētājs. Pirmo kauliņu viņš novieto pašā pēdējā rūtiņā un tālāk rīkojas tā, it kā būtu otrais spēlētājs spēlē ar diviem kauliņiem.

37.11. Skat. 37.6. zīm.
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37.12. Piemēram, tā, kā parādīts 37.7. zīm.
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37.13. Norādītie punkti pieder dažādām plaknes daļām. 

Tā kā 
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, tad B atrodas zem pirmās taisnes; līdzīgi no nevienādības 
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 seko, ka punkts A atrodas virs pirmās taisnes; tātad punkti atrodas dažādās plaknes daļās.

37.14. Intervālā no 1 līdz 1000 atrodas vismaz 100 laimīgie skaitļi; apzīmēsim tos ar 
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37.15. Skaitļa 198519861987 šajā virknē nebūs.

Atzīmēsim, ka skaitļa ciparu summa  dod tādu pašu atlikumu kā pats skaitlis. Tagad uzrakstīsim aplūkojamo virkni pēc moduļa 3 ( tātad atlikumus, ko dod skaitlis, dalot ar 3). Iegūstam virkni 1, 2, 1, 2, …; tā ir periodiska un tajā nav atlikuma 0. Bet skaitlis 198519861987 dod atlikumu 0, dalot ar 3.

37.16. 
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37.17. Apzīmējam 
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37.18. Novelkam 
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Tad , izmantojot Pitagora teorēmu, iegūstam prasīto:
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37.19. Tāds piecstūris neeksistē.

Aplūkosim punktus A un B , starp kuriem attālums ir 2. Ir trīs trijstūri, kuri satur šos punktus. To malu garumu starpība ir mazāka par 2 -- tātad vienāda ar 1, jo visi dotie skaitļi ir veseli. 

Šādi pāri ir (2, 3), (7, 8), (8, 9), (9, 10), (10, 11). Pāri (2, 3) izmantot nevar, jo skaitlis 2 jau izmantots. No atlikušajiem 4 pāriem nevar izvēlēties trīs pārus bez kopīgiem skaitļiem, jo trīs pāriem ar atšķirīgiem malu garumiem būtu jāsatur 6 skaitļus, bet skaitļu ir tikai 5.

37.20. Šaha dēli iekrāsosim trīs krāsās : baltā, pelēkā un melnā, kā parādīts 37.9. zīmējumā:


[image: image34.wmf]37.9. z
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Ievērosim, ka zaķītis var pārvietoties no baltā lauciņa tikai uz pelēko, no pelēkā -- tikai uz melno, no melnā -- tikai uz balto. Tātad pēc 3n gājieniem tas atradīsies sākotnējās krāsas lauciņā. Kopā tam jāizdara 64 gājieni; 63-ajā gājienā tas atradīsies sākuma krāsas lauciņā, bet 64-ajā gājienā viņš būs citas krāsas lauciņā un nevar nonākt sākotnējā lauciņā.
37.21. Aplūkosim 37.4. zīmējumu.
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Novelkam MR||BL. No Talesa teorēmas seko vienādības
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37.22. Ja pirmais progresiju loceklis ir a, bet diferences  
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37.23. Papildinām trijstūri ABC līdz paralelogramam ABDC (skat. 37.5. zīm.). 
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Tad 
[image: image40.wmf]AM

AD

2

=

, un no kosīnusu teorēmas seko vienādības



[image: image41.wmf].

cos

2

cos

2

2

2

2

2

2

2

ACD

CD

AC

CD

AC

AD

BAC

AC

AB

AC

AB

BC

Ð

×

×

-

+

=

Ð

×

×

-

+

=


Saskaitot šīs vienādības un ievērojot, ka 
[image: image42.wmf]CD

AB

=

 un 
[image: image43.wmf]ACD

BAC

Ð

-

=

Ð

cos

cos

, iegūstam



[image: image44.wmf](

)

,

2

4

2

2

2

2

AC

AB

AM

BC

+

×

=

+


no kurienes seko vajadzīgais.

37.24. Apskatām kvadrātfunkciju 
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37.25. Pirmais spēlētājs kā pirmo uzraksta ciparu7. Pārbaude parāda, ka otrais ar savu pirmo gājienu nevar izveidot kvadrātu. Tālāk pirmais visu laiku rakstīs labajā pusē jau esošajam skaitlim ciparus 7 vai 8. Ja otrais savu ciparu pierakstīs pa kreisi, tad viņa iegūtais skaitlis beidzas ar 7 vai 8 un nav kvadrāts.

Pierādīsim, ka pirmais var garantēt, ka otrais neizveido kvadrātu, pierakstot ciparu pa labi. Tiešām, pieņemsim pretējo, ka otrais spēlētājs izveido skaitli A, ka gan pirmā spēlētāja izveidoto skaitli 
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 otrais var papildināt līdz kvadrātam ar ciparu pa labi. Pieņemsim, ka skaitli 
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. Bet kvadrāti, kas satur vismaz 3 ciparus, atšķiras vismaz par 21. Iegūta pretruna.

37.26. Skat. 37.6. zīm. 
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Apzīmēsim šķēlējplakni ar 
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 šķēluma līnija ar ABCD. Tālākā konstrukcijas gaita:
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Meklējamais šķēlums ir MKNST.

37.27. a) Ņemam 
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Tātad mūs apmierinās 
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37.27.b) Kastē ir 50 pāra skaitļu un 50 nepāra skaitļu. Ja izvelk dažādas paritātes skaitļus ( tādu iespēju ir 
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), uzvar Juris. Iespēju izvilkt abus pāra skaitļus ir 
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; iespēju izvilkt abus nepāra skaitļus -- tikpat. Tātad Andrim labvēlīgi ir 
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 gadījumi. Redzam, ka Jura izredzes uzvarēt ir lielākas.

37.28. To var izdarīt, piemēram, nospiežot zīmējumā parādītās pogas katru vienu reizi.
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37.29. Apzīmēsim n-stūra malu projekciju garumus uz vienas kvadrāta malas ar 
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jo katrā virzienā vienā punktā projicējas ne vairāk kā divi daudzstūra malu punkti (jāievēro, ka daudzstūris ir izliekts).

Ņemot vērā, ka 
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Saskaitot šīs nevienādības, iegūstam
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Bet pēc Pitagora teorēmas nevienādības kreisajā pusē esošā summa ir n-stūra visu malu kvadrātu summa.

37.30. Ievietosim dotajā vienādībā dažādas konkrētas burtu vērtības. Ievietojot 
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37.31. Kāpinot dotās vienādības kvadrātā, iegūstam
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37.35. Pielietojot gājienu 1. un 2., 1. un 3., … ,1. un 10. rūtiņai, pirmajā rūtiņā iegūsim
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Pierādīsim, ka mazākais pozitīvais skaitlis, kas kādā brīdī ierakstīts tabulā, nevar būt mazāks par 
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37.36. Ievērosim, ka 
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37.37. Nē, nevar. Skaidrs, ka šo progresiju kvocienti ir naturāli skaitļi. Ja progresiju pirmie locekļi ir 
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37.38. Skat. 37.10. zīm. 
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37.39. . Apzīmējam prizmas pamata laukumu ar S. Uzdevuma atrisinājums acīmredzami seko no diviem apgalvojumiem (skat. 37.11. zīm.).
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Uzskatīsim, ka P ir viszemākais no punktiem P, R, T. Novelkam caur P plakni PKL, kas paralēla piramīdas pamata plaknei (skat. 37.12. zīm.).
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Pirmais apgalvojums pierādīts.
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37.40. Pirmo īpašību var pierakstīt šādi:
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b) Asociativitāti pierādīt nav iespējams. Viegli pārbaudīt, ka operācijai 
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