Latvijas 43. atklatas matematikas olimpiades uzdevumi un atrisinajumi

5.1. Uzraksti dotos skaitlus augosa seciba! Atbildi pamato!
DLV; MMXVI; CMXCIV; XXXVII
Atrisinajums. Uzrakstam dotos  skaitlus ar  arabu cipariem: DLV = 555; MMXVI = 2016;
CMXCIV = 994; XXXVII = 37. Tatad skaitli augosa seciba ir XXXVII; DLV; CMXCIV; MMXV1I.
5.2. Vaivar atrast tadus naturalus skaitlusaun b, kal4-a+2-b+1 = 20167
Atrisinajums. levérojam, ka 14 -a un 2 - b ir para skaitli. Tatad dota vienadojuma kreisas puses izteiksmes
vértiba ir nepara skaitlis, bet labaja pusé ir para skaitlis. Ta ka para skaitlis nevar bat vienads ar nepara skaitli,
tad nevar atrast tadus naturalus skaitlus a un b, lai dota vienadiba bitu patiesa.
5.3. Starp dotajiem skaitliem vienadibas kreisaja puseé saliec darbibu zimes un iekavas t3, lai iegttu patiesu vienadibu!
a)3 3 7 7=14
b)3 3 7 7=24
Atrisinajums.a)3 —3+7+7=14;b)(3+ 3: 7)-7=%-7=24
5.4. Sadali 1. att. redzamo figiru tris dalas, no kuram var salikt kvadratu! Saliekot dalas nedrikst parklaties, dalas
drikst pagriezt, bet nedrikst apgazt otradi.
Atrisinajums. Skat., pieméram, 2. att.
1. att. 2. att.
5.5. Klasé ir 12 skoléni, katrs no tiem nosutija iszinu tiesi seSiem citiem saviem klasesbiedriem. Pieradi, ka noteikti ir
tadi divi skoléni, kas nosutijusi 1szinu viens otram!
Atrisinajums. Pavisam tika nosatitas 12 - 6 = 72 Tszinas. No 12 skoléniem var izveidot% = 66 dazadus parus.
Uzskatisim, ka paris sanem Tszinu, ja viens no para dalibniekiem nosatijis Tszinu otram dalibniekam. Ta ka
72 > 66, tad bus tads paris, kur§ sanems divas 1szinas. Tatad 1 para dalibnieki nosGtijusi 1szinas viens otram.
6.1. ApliSos (skat. 3. att.) ieraksti trikstosas darbibu zimes un kvadratinos — trikstoSos skaitlus, lai iegltu patiesas

vienadibas! Paradi ar risinajumu!

Atrisinajums. Skat. 4. att., kur 1) 85+43 =515 2) 18%: 8,5 = 01,17 3012 _ 38 _ 53,

48 2 4817 24 24
9 7 54 35 19 19 19 _ 19130

3= L=2_ 2 _D 0.0 —22=21518¥ 421 =20¥ 1 2 =08 =202
10 12 60 60 60 60 130 60-19 60 6 48 6 48 48 48 16
— 43+ 09 % — 43515 | 09 HoH %
= = 1) = 3) =
19 19 5 19 19
85 - g0 130 85 (23| | 60 " T30
37 () 37 () 1
1848 &) 1848 {(+) 26
Cont ot
15
2072
3. att. 4. att.
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6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

Vai var atrast tadus naturalus skaitljusa un b, ka14-a + 15 = 2016 — 6 - b?

Atrisinajums. levérojam, ka 14 - a ir para skaitlis, tatad dota vienadojuma kreisas puses izteiksmes vértiba ir
nepara skaitlis. Ta ka 6 - b ir para skaitlis, tad vienadojuma labajas puses izteiksmes vértiba ir para skaitlis. Ta ka
para skaitlis nevar bit vienads ar nepara skaitli, tad nevar atrast tadus naturalus skaitlus a un b, lai dota
vienadiba batu patiesa.

Vairakas tantites piedalijas sénoSanas sacensibas. Kad sacensibu beigas saskaitlja atrastas baravikas, tad

o s . . s - e o . . v 1 . .
izradijas, ka katrai no divam tantitém, kuram bija vislielakais baraviku skaits, bija tiesi S ho visu baraviku

. - . - s - N o , . I | .
kopskaita. Savukart, katrai no piecam tantitém, kuram bija vismazakais baraviku skaits, bija tiesi T3 No visu
baraviku kopskaita. Cik pavisam tantites piedalijas sacensibas?

- - . s b . 1., 13 . .
Atrisinajums. Ta ka katra no divam tantitém, kuram bija visvairak baraviku, salasija S jeb =5 o visu baraviku

. - s - L - . . 1., 5 . .
kopskaita un katra no piecam tantitém, kuram bija vismazak baraviku, salasija = jeb =5 ho visu baraviku
5 5

—; no visu baraviku kopskaita. Tatad atliek vel

kopskaita, tad Sis septinas tantites kopa salasija 2 -g +5- il

14 . . . o - - = R s L -
5 No visu baraviku kopskaita, kuras salasija citas tantites. Ta ka katra no paréjam tantitém salasija vairak neka

5 - _ 13 . . . S I . - o .
- un mazak neka 25 Mo visu baraviku kopskaita, tad noteikti ir vismaz vél divas citas tantites. Ta ka katrai no

citam tantitém ir jasalasa vairak neka % no visu baraviku kopskaita, tad ja vinas ir 3 vai vairak, tad vinas kopa
% = :_i' kas ir par daudz. Tatad bija vél tiesi divas citas tantites, kuras varéja
salasit, pieméram, % un % no visu baraviku kopskaita. Lidz ar to esam ieguvusi, ka sacensibas piedalijas
7 + 2 = 9 tantites.

Kvadrats ar izmériem 12 X 12 ratinas divos veidos ir sadalits taisnstiros ar izmériem 3 X 4 ritinas (skat. 5. att.):
tris rindas pa Cetriem taisnstlriem katra (ar gaiSi pelékajam Iinijam) un Cetras rindas pa trim taisnstlriem katra
(ar melnajam linijam). Kads ir mazakais ratinu skaits, kas jaiekraso 12 X 12 ratinu kvadrata, lai katra gaispelékaja
un katra melnaja taisnstdrT bltu vismaz viena iekrasota ratina?

Atrisinajums. Ta ka katra melnaja taisnstdri ir jabdt vismaz vienai iekrasotai ritinai, tad kopa jabat vismaz 12
iekrasotam ratinam. Ar 12 iekrasotam ratinam pietiek, lai izpilditos uzdevuma nosacijumi, skat., pieméram,
6. att.

bitu salasijusas vairak neka 3 -

Fis
i
Eaimes

\ A A J \ 1_ A

5. att. 6. att.

R
i

v, .
A

Sadali 7. att. redzamo figlru tris pilnigi vienadas (gan péc formas, gan péc laukuma) dalas! Gabali attieciba viens
pret otru drikst bat gan pagriezti, gan ,apmesti otradi”.
Atrisinajums. Skat., pieméram, 8. att.

7. att. 8. att.
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7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

Dota lineara funkcija y = 2015x + 2016.

a) Nosaki dotas funkcijas krustpunktus ar koordinatu asim!

b) Uzraksti vienadojumu linearai funkcijai, kuras grafiks nekrusto dotas funkcijas grafiku un iet caur
punktu (1; 43)!

Atrisinajums. a) Funkcijas grafiks krusto y asi, ja x = 0, tatad krustpunkts ar y asi ir (0; 2016). Funkcijas grafiks

krusto x asi, jay = 0, tatad krustpunkts ar x asi ir (—%; 0).

b) Lai linearu funkciju grafiki nekrustotos, tiem jablt paraléliem, tatad taiSnu virziena koeficientiem jabat
vienadiem. Meklétas funkcijas vienadojums ir forma y = 2015x + b. Lai aprékinatu b vértibu, izmantojam, ka
grafiks iet caur punktu (1; 43), tas ir, atrisinam vienadojumu 43 = 2015-1 + b. Tatad b = —1972.

Karlsons sev pusdienam nopirka 8 piradzinus un 15 magonmaizites, bet Bralitis — vienu piradzinu un vienu
magonmaiziti. Karlsons par savam pusdienam samaksaja tiesi divus eiro (katra maizite un piradzins maksa veselu
skaitu centu). Cik samaksaja Bralitis?

Atrisinajums. Apziméjot piradzinu cenu centos ar p un magonmaizisu cenu centos ar m, ieglstam vienadojumu
8p + 15m = 200 jeb 15m = 200 — 8p. levérojam, ka vienadojuma laba puse dalas ar 8 (jo katrs saskaitamais
dalas ar 8), tatad ari vienadojuma kreisajai pusei ir jadalas ar 8. Ta ka skaitli 15 un 8 ir savstarpéji pirmskaitli, tad
m ir jadalas ar 8. Ta ka m un p ir naturali skaitli, tad 15m < 200. Lidz ar to vieniga deriga vértiba ir m = 8. Tada
gadijuma magonmaizite maksa 8 centus un piradzin$ maksa 10 centus. Tatad Bralitis samaksaja 18 centus.
Dots, ka AB||CD un AD||BC (skat. 9. att.). Nogrieznu AC un BD krustpunkts ir M. Uz taisnes AB izvéléts tads
punkts N, ka AM = MN. Pieradit, ka <ANC = 90°.

A

AV ,4

9. att.

10. att.

Atrisinajums. levérojam, ka AABD = ACDB péc pazimes ¥mf, jo XABD = XCDB ka ieksgjie Skérslenki pie
paralélam taisném, BD — kopiga mala un XADB = XCBD ka iek$éjie skérslenki pie paralélam taisném (skat.
10. att.). Tatad AD = BC ka vienadu trijstiru atbilstosas malas. Lidzigi AAMD = ACMB péc pazimes fm#, jo
AIMAD = <MCB, AD = BC un <ADM = «<CBM, tatad AM = MC. Trijsttri AMN un NMC ir vienadsanu, tapéc
IMAN = XANM un SMNC = <MCN.Taka <MAN = <ACB, tad ¥ANC = <NCD. Esam ieguvusi, ka ieksgjie
vienpuslenki pie paralélam taisném AN un CD ir vienadi, tatad <ANC = 90°.

Divi raki — Svirpulnieks un Pukstins — katru dienu tira zobus. Katrs lieto savu zobu birsti un katrs sava veida zobu
pastas tubinas. Katram rikim viena zobu pastas tubina pietiek veselam skaitam dienu. Ja viena diena rukim
beidzas viena zobu pastas tubina, tad nakamaja diena vins iesak tadu pasu jaunu tdbinu. Svirpulniekam viena
zobu pastas tbina pietiek divas dienas ilgak neka Pukstinam. Ja abi sak jaunas zobu pastas tlibinas viena un taja
pasa diena, tad diena, kad Pukstin$ pedéjo dienu izmanto treSo zobu pastas tubinu, Svirpulnieks pirmo dienu ir
iesacis jaunu tdbinu. Cik dienas katram rikim pietiek ar vienu zobu pastas tibinu?

Atrisinajums. Ja Pukstinam viena tlbina pietiek n dienam, tad Svirpulniekam viena tiibina pietiek n + 2 dienam.
No dota izriet, ka (3n — 1)-aja diena Svirpulnieks ir pabeidzis kartéjo zobu pastas tiibinu, tatad vins ir izlietojis
%tﬂbinas. Ta ka tdbinu skaits ir naturals skaitlis, tad 3n — 1lirjadalasarn +2jeb3n—1 =k - (n + 2), kur

. - . . N 2k+1 | . _ _ _ _ .
k ir naturals skaitlis. Izsakot mainigo n, ieglistam n = ﬁ Lai n batu naturals, tad k varétu bat 1 vai 2.

Parbaudot ieglstam, ka der vienigi k = 2, un tada gadijuma n = 5. Esam ieguvusi, ka Pukstinam zobu pastas
tUbina pietiek 5 dienam, bet Svirpulniekam — 7 dienam.

2015./2016. m.g.
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7.5.

Kvadrats sadalits 12 x 12 vienadas kvadratiskas ritinas un izkrasots ka $aha galdins. Cetrdesmit trijas baltajas
ratinas séz pa vienai musai. Varde Ieéka pa kvadratu, katra |éciena Skérsojot divu ratinu kopéjo malu. Ta nelec
caur ratinu stdri un nelec ritina, kura ta jau ir bijusi. lelecot ratina, kura séZz musa, varde to apéd. Zinams, ka
varde ir bijusi vismaz 100 ratinas. Pieradit, ka varde ir apédusi vismaz 21 musul!

Atrisinajums. levérosim, ka varde ir pamiSus baltas un melnas ratinas, tapéc vina ir apmekl€jusi vismaz
100 : 2 = 50 baltas rdtinas. Kopéjais balto ratinu skaits ir 72, tapéc neapmeklétas paliek ne vairak ka
72 — 50 = 22 baltas ratinas. Pat ja visas neapmeklétajas baltajas ratinas ir pa musai, varde ir apédusi vismaz
43 — 22 = 21 musu.

8.1.

8.2

8.3.

8.4.

8.5.

Aprékini dotas izteiksmes vertibu!
2000016 - 1999984

512.213 — 128

Atrisinajums
2000016-1999984 (2-10°+16)(2-10°—16) 4-10'2—-256 4-(10%%—64)

512.213 _ 128 2-(5-2)12-128 ©2-1012-128  2-(1012—64)
Vai var atrast tadus veselus skaitlus a un b, ka ab(a + 43b) = 4343437
Atrisinajums. Ja a vai b ir para skaitlis, tad vienadojuma kreisas puses izteiksmes vértiba ir para skaitlis, kas
nevar bils vienada ar nepara skaitli 434343. Ja a un b abi ir nepara skaitli, tad a + 43b ir para skaitlis un
vienadojuma kreisas puses izteiksmes vértiba ir para skaitlis, kas nevar bis vienada ar nepara skaitli 434343.
Tatad nevar atrast tadus veselus skaitlus a un b, lai dota vienadiba bitu patiesa.
Zinams, ka skaitlis dalas ar 2016 un ka visi ta cipari ir dazadi. Kads ir lielakais ciparu skaits, kas var bit $aja skaitlT?
Atrisinajums. Ta ka pavisam ir desmit dazadi cipari, tad meklétajam skaitlim nav vairak ka 10 cipari. Der,
pieméram, desmitciparu skaitlis 6401398752.
Piezime. Desmitciparu skaitli var palidzet atrast talak aprakstitie spriedumi. Ta ka meklétajam skaitlim jadalas ar
2016, tad tam jadalas ar visiem ta pirmreizinatajiem 2016 = 25 - 3% - 7. Visu desmit ciparu summa ir 45, tatad
skaitlis dalas ar 3% = 9. Lai skaitlis dalitos ar 2° = 32, ta pédéjo piecu ciparu veidotajam skaitlim jadalas ar 32.
Der, pieméram, 98752. Tad atlikusie cipari 0, 1, 3, 4, 6 jaizkarto t3, lai iegltais desmitciparu skaitlis dalttos ar 7.
Dota taisnlenka trapece ABCD, kuras isaka sanu mala ir BC. Malu AD un CD viduspunkti attiecigiir M un K, bet
diagonales AC viduspunkts ir N. Pieradit, ka AMNB = ACKM.
Atrisinajums. Nogrieznis MN ir trijstGra CAD viduslinija (skat. 11. att.), tapéc NM = %CD = CKun NM||CD.Ta

ka NM||CD un AM = MD, tad NM atrodas uz malas BC vidusperpendikula. No vidusperpendikula 1pasibas
(katrs vidusperpendikula punkts atrodas vienada attaluma no nogriezna galapunktiem) ieglistam, ka CN = BN
un CM = BM. Nogrieznis MK ir trijstira CAD viduslinija, tapéc MK = %AC = CN. Lidz ar esam ieguvusi, ka

AMNB = ACKM péc pazimes mmm.
B A

M

?

Y . o 4 D It
C % 9
11. att. 12. att.

Divi spélétaji spelé spéli uz N X N ritinas liela laukuma. Sakuma laukuma kreisaja apak3$éja ratina atrodas spélu
kaulins. Katra gajiena spélu kaulinu drikst parvietot vai nu vienu laucinu pa labi, vai vienu laucinu uz augsu, vai
ari divus laucinus pa diagonali uz augsu pa labi (skat. 12. att., kur kaulina sakumpozicija apziméta ar baltu, bet
atlautie gajieni — ar pelékiem aplisiem). Kaulinu nedrikst parvietot arpus laukuma robezam. Spélétaji gajienus
izdara péc kartas. Zaudé spélétajs, kurs nevar izdarit gajienu. Kur§ no spélétajiem, pareizi spéléjot, uzvar, ja
aJN=7,b)N =8?

2015./2016. m.g.
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Atrisinajums. Analizésim spéli no beigam. Skaidrs, ka laukuma laba augséja stdra ratina ir zaudéjosa, jo no tas
nevar izdartt gajienu. Talak laukuma ratinas aizpildisim péc $ada principa: ja kads no iespéjamajiem gajieniem
parvieto kaulinu uz zaudéjosu ratinu (apziméjam ar Z), tad $§i rltina ir uzvarosa (apziméjam ar U). Pretéja
gadijuma ratina ir zaudéjosa. Tada veida aizpildot ratinas, ieglistam, ka gan a), gan b) gadijuma sakuma (kreisa
apakséja stdra ratina) ir zaudéjosa, skat. attiecigi 13. att. un 14. att.

Tatad, pareizi spéléjot, uzvarés otrais spélétajs, jo vins vienmeér var panakt, ka pirmajam spélétajam gajiens
jaizdara no zaudgjosas ratinas.

ulzjujz|ujz|u|z
zTulzlulzlulz Z|Ujz|U|z|U|zZ|U
ulzlulzlulzlu ujujuju|uju|lu|z
ululululululz ulz|ujz|uju|lz|U
zlulzlululzlu Z|U|zZ|U|Zz|U|U|Z
ulzlulzlululz ujujujz|uju|z|u
ululzlululzlu ulzjuju|zju|lu|z
zlululzlululz Z|Uju|zjulu|z|u

13. att. 14. att.

9.1.

9.2.

9.3.

Atrisinat nevienadibu ;2

L<o.
4

Atrisinajums. Punkti, kuros skaititajs un saucéjs ir vienads ar 0, irx = 1 un x = +2. Izmantojot Intervalu metodi
(skat. 15. att.), ieglstam, ka x € (—o0; —2) U [1; 2).

15. att. 16. att.

Vai var atrast tadus veselus skaitJus x,y un z, ka x3 — 2016xyz = 10?
Atrisinajums. Apskatam dota vienadojuma kreisas puses izteiksmi péc modula 4.
x (mod4) | x3—2016xyz (mod 4)

0 03 — 0 = 0 (mod 4)
1 13— 0 =1 (mod 4)
2 23— 0 =0 (mod 4)
3 33 — 0 =3 (mod 4)

Esam ieguvusi, ka x3 — 2016xyz péc modula 4 var pienemt vértibas 0; 1 vai 3, bet 10 = 2 (mod 4). Tatad
dotajam vienadojumam nav atrisindjuma veselos skaitlos.

Dots taisnstiris ABCD. Malas AB viduspunkts ir M. Zinams, ka uz malas BC var izvéléties tadu punktu N, ka
IBMN = XCDN = 30°. Pieradtt, ka trijstlris CDM ir vienadmalu!

Atrisinajums. Ta ka M ir AB viduspunkts, tad simetrijas dé] CM = MD (skat. 16. att.). Tad pietiek pieradit, ka
MD = CD. Trijstri BMN un CDN ir lidzigi péc pazimes ¢4, jo *MBN = <DCN = 90° un <BMN = <CDN péc
dota. Trijstdru lidzibas koeficients iri—l\; = %, tapeéc CN = 2BN. Bet MN = 2BN, jo katete pret 30° lenki ir puse
no hipotenizas. Tapéc MN = CN. Ta ka ABNM = «CND = 90° — 30° = 60°, tad
AIMND = 180° — «BNM — <CND = 60°. levérojot, ka ND ir trijstdru MND un CND kopiga mala, ieglistam,
ka AMND = ACND péc pazimes mfm. Tad MD = CD. Lidz ar to esam pieradijusi, ka MD = CD = CM jeb
trijstlris CDM ir vienadmalu.

Piezime. Apziméjot BM = x, CD = 2x un izmantojot trigonometriskas sakaribas, var izteikt, BN = %g un

CN = @ Lietojot Pitagora teoremu AMBC, ieglstam, ka CM = 2x.

2015./2016. m.g.
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9.4.

9.5.

Naturalu skaitlu virknes 1; 2; 2; 4; 8; 32; 48; ... katrs loceklis, sakot ar treso, ir vienads ar divu iepriekséjo loceklu
nenulles ciparu reizinajumu. Kads ir $1s virknes 2016. loceklis?

Atrisinajums. Virknes locek|us apzimé&jam ar a;, kur i ir naturals skaitlis. Aprékinam nakamos virknes locek|us.

i 1/2|3|4|5|6|7|8|9]| 10| 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 |17| 18

a; 112 |2 |4]|8|32|48|192|576|3780|35280|40320|5760|5040|4200|160|48|192

a; nenulles
ciparu 1|12 (2|4|8)|6 (32|18 |210| 168 | 240 24 | 210 | 20 8 6 |32 18
reizinajums

Katrs virknes loceklis, sakot ar treso, ir viennozimigi noteikts ar diviem iepriek$éjiem. Ta ka virknes septitais un
astotais loceklis ir attiecigi 48 un 192, un ari 17. un 18. loceklis ir attiecigi 48 un 192, tad virkne, sakot ar 7. locekli,
ir periodiska ar perioda garumu 10. Ta ka 2016 = 6 + 10 - 201, tad a,g1¢ = a1 = 160.
Sivénam ir 10 podi ar medu, kas péc kartas sanumuréti ar skaitliem no 1 Iidz 10. Kadu dienu vin$ uzzinaja, ka
Vinnijs PUks slepeni ir izédis Cetrus no tiem, pie tam to numuri veido aritmétisko progresiju. Katra poda saturu
Sivéns var parbaudit. Pieradit, ka vins var noskaidrot, kuri tiesi ir izéstie podi, parbaudot ne vairak ka Cetrus
podus!
Atrisinajums. Ir skaidrs, ka attiecigas progresijas diference d var bt tikai 1, 2 vai 3. Pieradisim, ka Sivéns var
izdomat atbildi,
parbaudot 4, 5., 6. podu un vél vienu podu.
e Jad4., 5.un6. pods ir pilns, tad izéstie podi ir 7., 8., 9. un 10.
e Jad.,5.un6. podsirizésts, tad d = 1 un, parbaudot 3. podu, var noskaidrot prasito.
e Jano4.,5.un6. podaizéstiir divi blakus esosi podi, tad d = 1 unir zinams, kur sakas vai beidzas izéstie.
e Jaizéstsir4.un 6. pods, tad d = 2 un, parbaudot 2. podu, var noskaidrot prasito.
e Atliek gadijums, kad no 4., 5. un 6. poda izésts tiesi viens pods.
o Jatasir5. pods,tad d = 2 un, parbaudot 1. podu, var noskaidrot prasito.
o Jatasir4. pods,tadd = 1vaid = 3 un, parbaudot 3. podu, var noskaidrot prasito.
o Jatasir6.pods,tadd = 1 unizéstsir6., 7., 8. un 9. pods.

10.1.

10.2.

Doti divi dazadi kabeli. Pirma kabela masa ir 65 kg, otra kabela masa ir 120 kg. Otrais kabelis ir par 3 m garaks
neka pirmais, un otra kabela katra metra masa ir par 2 kg lielaka neka pirma kabela katra metra masa. Kadi var
blt kabelu garumi?

A o - - . 65 -
Atrisinajums. Apziméjot pirma kabela garumu ar x, ieglistam, ka ta katra metra masa ir g Otra kabela garums

120
x+3

ar x(x +3) > 0, ieglstam vienadojumu 120x = 65x + 195 + 2x2 + 6x jeb 2x2 —49x + 195 = 0, kura
saknes ir x = 5 un x = 19,5. Tatad pirma un otra kabela garums attiecigi var bGt 5 m un 8 m vai 19,5 m un
22,5m.
Vai var atrast tadus veselus skaitlus x, y un z, ka x3 — 2016xyz = 120?
1. atrisinajums. Gan 2016 gan 120 dalas ar 3, tatad ari x3 jadalas ar 3. Tas nozimé, ka ari x jadalas ar 3, bet tad
x3 noteikti dalas ar 9. Tas nozimé, ka vienadojuma kreisa puse dalas ar 9, jo ari 2016 dalas ar 9, bet vienadojuma
laba puse ar 9 nedalas. Tatad $adus skait|us atrast nav iespéjams.
2. atrisinajums. Apskatam dota vienadojuma kreisas puses izteiksmi péc modula 9.

x (mod9) | x3—2016xyz (mod9)

. - . 120 i, S 65 . L
ir x + 3 un ta katra metra masa ir e legistam vienadojumu == + 2. Reizinot vienadojuma abas puses

0 03— 0 =0 (mod9)

+1 (£1)3 — 0 = +1 (mod 9)
12 (£2)3 — 0 = ¥1 (mod 9)
+3 (£3)3 — 0 =0 (mod9)
+4 (£4)3 — 0 = +1 (mod 9)

Esam ieguvusi, ka x3 — 2016xyz péc modula 9 var pienemt vértibas 0; 1 vai —1, bet 120 = 3 (mod 9). Tatad
dotajam vienadojumam nav atrisinajuma veselos skait|os.

2015./2016. m.g.
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10.3. Aritmétiskas progresijas Cetri péc kartas nemti locek|i ir veseli skaitli A, B, C un D. Pieradit, ka
A? + 2B% 4+ 3C? + 4D? var izteikt ka divu veselu skaitlu kvadratu summu!
Atrisinajums. Izmantojot aritmétiskas progresijas definiciju, izsakam B =A+d,C = A+ 2d,D = A+ 3d, kur
d — aritmétiskas progresijas diference.
Apskatam summu
A2 +2B2+3C2+4D? =A% +2(A+ d)? +3(A+2d)?> + 4(A + 3d)? =
= A% + 2(A% + 2Ad + d?) + 3(A% + 4Ad + 4d?) + 4(A? + 6Ad + 9d?) =
= 1042 + 40Ad + 50d? = (94?% + 42Ad + 49d?) + (A? — 2Ad + d?) =
=(BA+7d)*+ (A—d)?
Taka A, B, C, D ir veseli skaitli (tatad ari d ir vesels skaitlis), tad summa A% + 2B? + 3C? + 4D? ir izteikta ka
divu veselu skaitlu kvadratu summa.
10.4. TrijstarT1 ABC lenka <ABC bisektrise krusto malu AC punkta D. Caur punktu C paraléli BD novilkta taisne, kas
krusto AB pagarinajumu punkta P un ap trijsttri BDC apvilkto rinka Iiniju punkta Q. Taisne PD krusto nogriezni
BQ punkta M. Pieradit, ka PM = MD.
Atrisinajums. Nogrieznis BD ir bisektrise, tapéc <ABD = «DBC (skat. 17. att.). Ta ka BD||CQ, tad
IBCQ = «DBC kaiekséjie skérslenki. Savukart «BDQ = «BCQ kaievilktie lenki, kas balstas uz viena un ta pasa
loka BQ. Lidz ar to iek3&jie $kérslenki «ABD = «BDQ un tapéc AB || DQ. Cetrstiiris BDQP ir paralelograms, jo
BD||QP un BP||DQ. Paralelograma diagonales krustpunkta dalas uz pusém, tapéc PM = MD.
p

17. att.

10.5. Laukuma3, kura izméri ir 9 X 9 ritinas, novietoti 16 taisnstlri ar izmériem 1 X 5 rQtinas ta, ka to malas iet pa
ratinu linijam un taisnstdri neparklajas. Pieradit, ka nenoklata paliek laukuma centrala ratina!

Atrisinajums. lerakstam katra laukuma ratina pa skaitlim ta, ka paradits 18. att.
1 1 1)1]1

NI
Rk |lkrkrlo|kr|Rr|R|FR
Rk |lkrkrlo|kr|Rr|R|FR
NI
Rk |lkrkrlo|kr|Rr|R|FR
Rk |Rkr|kr|[Oo|kr|R|FR
NI

o|Oo|Oo|Oo|~|O|O|O|OC

RRr|Rr|Rr|[O[R|R]|R

18. att.

19. att.

Tad katra 1 X 5 ratinas liela taisnstiira parklato ritinu skaitlu summa ir 4 un visu parklato ritinu skaitlu summa
ir 16 - 4 = 64. Ta ka laukuma ritinas visu ierakstito skaitlu summa ir 68 un neparklata paliek 81 —16-5=1
ratina, tad neparklata paliek ratina, kura ierakstits skaitlis 4. Tada ir tikai laukuma centrala ratina. Taisnstdrus ar
izmériem 1 X 5 rdtinas var izvietot, pieméram, ta, ka paradits 19. att.
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11.1. No visiem vienadsanu trijsttriem ar sanu malas garumu 10 cm atrast to, kuram ir vislielakais laukums!
Atrisinajums. Vienadsanu trijstdra laukums ir S =%1025ina = 50sina, kur a — virsotnes lenkis. Ta ka
sina € [—1; 1], tad lielakais iesp&jamais laukums bls gadijum3, ja sina = 1. Ta ka « ir trijstdra lenkis, tad
a = 90°. Tatad no visiem vienadsanu trijstiriem vislielakais laukums ir taisnlenka trijstarim.

11.2. Vai var atrast tadus naturalus skaitjus x,y un z, ka x? + y? + z? = 1111...1?
2016
Atrisinajums. Apskatam doto vienadojumu péc modula 8. Viegli parbaudit, ka veselu skaitlu kvadrati, dalot ar 8,

var dot tikai atlikumus 0, 1 vai 4.
a(mod8) 0 1 2 3 4 5 6 7
a’(mod8) 0 1 4 1 0 1 4 1
Ta ka vienadojuma labaja pusé ir nepara skaitlis, tad vai nu vienam, vai trim no kreisas puses saskaitamajiem
jadod nepara atlikums. Lidz ar to iespéjamas vértibas ir 0+ 04+ 1=1(mod8); 4+ 4+ 1 =1 (mod 8);
0+4+1=5(mod8)vail+1+1=3(mod8).

Ta ka 1111..1=1111..1000+ 111 =0+ 7 =7 (mod 8), tad nevar atrast tadus naturalus skaitus
2016 2013
X,y un z, lai dota vienadiba bitu patiesa.

11.3. Pieradit nevienadibu

1 1 1 1 1
VI3 NZ+VE VBAvs NAAG VAR +NEO .
Atrisinajums. levérojam, ka ———— = Vriz—n _ Yn¥2oVn _ yni2-vn
P Vn+Vnt2  (Vnrz+Vn)(Vn+2—vn) n+2-n 2
Parveidojot dotas nevienadibas kreiso pusi, ieglistam
1 1 1 1 1

VI+V3 Vi+vE BB VE+VE VAB+ VS0
VB VI+VA-V2+V5E -3+ V6 VA + -+ VA9 — VAT + 50 — V48
_ : _

—V1 =2 +v49 ++/50
- Vi \/_2\/_ ‘/_=3+2x/§<3+2-1,5=6

11.4. Kvadrata ABCD diagonales krustojas punkta K. Nogriezni AE un BF, kas ir attiecigi trijstiru BAC un ABD
bisektrises, krustojas punkta H. Nogriezni BF un AC krustojas punkta G, bet AE un BD — punkta J. Pieradit, ka
trijstira AFG laukums ir vienads ar Cetrstiira GHJK laukumul!

Atrisinajums. Novelkam nogriezni HK (skat. 20. att.). Simetrijas dé] HK||AD un sadala Cetrstlri GHJK divas
vienadas dalas, tasir, Sygx = Sujk-

Trijstlri AFG un KHG ir lidzigi péc pazimes ¢4, jo XAGF = <KGH ka krustlenki un «FAG = <HKG ka ieksgjie
skerslenki pie paralélam taisném AF un HK.

Ta ka BG ir AABK bisektrise, tad, izmantojot bisektrises Tpasibu (bisektrise sadala pretéjo malu tada proporcija,

AG AB AB
kadu veido sanu malu garumi), iegistam — = — = — = /2.
g ), ieg 6K BK T,
2

Lidzigu trijstaru laukumu attieciba ir vienada ar malu attiecibas kvadratu, tapéc Sur¢ = 2Skne = Sgujk-

A B
H
Fr G J TNE
K
D C
20. att.
AP 1-tgl
Piezime. Trijstru lidzibas koeficientu var atrast arT pamatojot, ka AF = AG, un apskatot attiecibu K= thS
8

tga
1-tg2a’

un, izmantojot formulu tg2a = apréekinat vertibu tgg =2 -1.
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11.5.

Uz kadas salas dzivo zali, zili un sarkani hameleoni. Ja divi atskirigas krasas hameleoni satiekas, tie abi maina
savu krasu uz treSo krasu. Pieméram, ja satiekas zilais hameleons ar sarkano, tie abi klGst par zaliem
hameleoniem. Vai iespéjams, ka péc kada laika uz salas visi hameleoni bis viena krasa, ja sakuma ir a) 11 zali,
15 zili un 16 sarkani hameleoni, b) 12 zali, 15 zili un 16 sarkani hameleoni?

Atrisinajums. a) Pamatosim, ka prasitais nav iespéjams. Ja apliko hameleonu skaitu péc modula 3, tad sakotnéji
tasir (2, 0, 1). Péc jebkuru divu dazadu krasu hameleonu satikSanas Sis skaits péc modula 3 mainas uz (1, 2, 0).
Tatad panakt situaciju, ka divu krasu hameleonu skaits bitu 0, nav iespéjams.

b) J3, ir iespéjams: (12, 15, 16) - (14, 14, 15) - (13,13, 17) > ... > (1, 1, 41) = (0, 0, 43).

12.1.

12.2,

12.3.

12.4.

sinx sinx
Atrisinat vienadojumu 4 - G) +9- (%) —13=0.

sinx
Atrisinajums. Apziméjam (5) =a>0,tad 4a+9 -%— 13 = 0. Reizinot abas puses ar a > 0, ieglstam

vienadojumu 4a? — 13a + 9 = 0, kura saknesira = 1una = % Apskatam abus gadijumus:

2sinx .
(5) =1 = sinx=0 = x=nmn, n€Z

2sinx 9 )
(5) =2 = sinx=-2 = x=0.

Tatad dota vienadojuma atrisinajums ir x = tn, n € Z.

Pieradit, ka vienadojumam 10* + 12Y = 34% nav atrisindjuma naturalos skaitos!

Atrisinajums. Apskatisim doto vienadojumu péc moduja 11. Ta ki 10 = —1 (mod 11), 12 = 1 (mod 11) un
34 =1 (mod 11), tad iegistam (—1)* + 1Y = 1% (mod 11). ST kongruence nav patiesa, jo kreisas puses
izteiksmes vértiba ir 0 vai 2, bet labas puses izteiksmes vértiba ir 1. Tatad dotajam vienadojumam nav
atrisinajuma naturalos skait]os.

Zinams, ka realiem skaitliem x,y un z izpildas nevienadiba 2x? + xy + xz < 0. Pieradit, ka izpildas ar
nevienadiba y? > 8xz.

1. atrisindjums. Apzimésim xz =t. Tad 2x2+xy+t<0. Tas nozimé, ka kvadratvienadojumam
2x% + xy + t = 0 ir divas dazadas saknes, jo kvadratfunkcijas 2x? + xy + t zari ir vérsti uz augdu un vismaz
viens punkts atrodas zem x ass. Tatad D = y2 — 8t > 0. levietojot t = xz ieglistam y? > 8xz.

2. atrisinajums. Reizinam doto nevienadibu ar 2 un izdalam no tas pilno kvadratu:
2 2

4x?% + 2xy +yT—}jT+2xz<O

(Zx +%)2 - (%2— 2xz> <0

yTZ—sz > (2x+%)2 >0

Tatad yTZ > 2xz jeb y? > 8xz.

Trijstarmt ABC lenka <ABC bisektrise krusto tam apvilkto rinka liniju punkta D. Nogriezni DP un DQ ir attiecigi
trijstiru ABD un BCD augstumi. Pieradit, ka nogrieznis PQ krusto malu AC tas viduspunkta!

Atrisinajums. Apziméjam <ABD = <DBC = a un PQ un AC krustpunktu ar M (skat 21. att.). Cetrstira BPDQ
pretéjo lenku summa ir KBPD + «BQD = 90° + 90° = 180°, tapéc tam var apvilkt rinka niju. leglstam, ka
ADPQ = «DBQ = a ka ievilktie lenki, kas balstds uz vienu un to pasSu loku DQ. Savukart
IDAC = «DBC = «a ka ievilktie lenki, kas balstas uz viena un ta pasa loka DC (rinka Iinija, kas apvilkta ap
AABC). Tas nozimé, ka ap cetrstiri APMD var apvilkt rinka Iiniju, jo <DAM = <DPM = . Lidz ar to
IAMD = <APD = 90° ka ievilktie lenki, kas balstas uz diametra AD.

levérojam, ka XACD = ¥ABD = a ka ievilktie lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku AD. Tapéc trijstaris

ADC ir vienadsanu ar pamatu AC un AD = DC. Vienadsanu trijstlrm augstums pret pamatu vienlaicigi ir ari
mediana, tapéc AM = MC.

2015./2016. m.g.
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D
21. att.

12.5. Dotas piecas péc aréja izskata vienadas monétas. Tris no tam ir Tstas (to masas ir vienadas sava starpa), divas —
viltotas (to masas arfi ir vienadas sava starpa, bet atskiras no 1sto monétu masas). Nav zinams, vai viltota monéta
ir vieglaka vai smagaka par 1sto. Doti ari sviras svari, uz kuriem ir iespéjams nolasit uz kausiem uzlikto masu
starpibu. Vai ar divam svérSanam var atrast vienu 1sto monétu?

Atrisinajums. Paradisim, ka to var izdarit ar divam svérSanam. Apziméjam monétas ar A, B,C, D, E. Pirmaja
svérsana viena svaru kausa liekam A un B, otra — C un D; nenegativo starpibu apziméjam ar x. Otraja svérSana
salidzinam A un C; nenegativo starpibu apziméjam ar y.

Jax =0, tad E ir Ista monéta.

Jax #0uny =0, tad A un C abas iristas.

Jax #0unx =y, tad B un D abas iristas.

Jax # 0unx = 2y, tad E irista.
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