Latvijas 28. atklātās matemātikas olimpiādes uzdevumi

5. klase
1. Andrim ir daži ozola klucīši, daži liepas klucīši, daži dzelzs klucīši un viens bronzas klucītis. Tieši 6 klucīši nav ozola; tieši 7 klucīši nav dzelzs; tieši 3 klucīši nav koka. Cik ir ozola klucīšu?

2. Pareizā vienādībā 4(4=16 var katru ciparu izmainīt tieši par 1 un atkal iegūt pareizu vienādību: 5(5=25. 

a) atrodiet kaut vienu piemēru ar tādu pašu īpašību, kurā reizina viencipara skaitli un trīsciparu skaitli,

b) atrodiet kaut vienu piemēru ar tādu pašu īpašību, kurā reizina viencipara skaitli un divciparu skaitli, pie tam sākotnējā vienādībā ir vismaz 4 dažādi cipari.

3. Trīsdesmit zēni nostājušies taisnstūrī piecās rindās un sešās kolonnās. Neviens zēns, kas ir vienā rindā ar Jāni, nav garāks par viņu, un neviens zēns, kas ir vienā kolonnā ar Jāni, nav īsāks par viņu. Neviens zēns, kas ir vienā rindā ar Andri, nav garāks par viņu, un neviens zēns, kas ir vienā kolonnā ar Andri, nav īsāks par viņu. Pierādiet, ka Jānis un Andris ir vienāda auguma.

4. Ir 8 kartiņas. Uz katras no tām uzrakstīts naturāls skaitlis no 1 līdz 8 (uz katras kartiņas cits skaitlis). Andris un Bruno pēc kārtas ņem pa vienai kartiņai; pirmais ņem Andris. Andris grib, lai tad, kad visas kartiņas būs paņemtas, uz viņa paņemtajām četrām kartiņām uzrakstīto skaitļu summa būtu pāra skaitlis. Vai viņš to noteikti var panākt, pat ja Bruno centīsies viņam traucēt?

5. Kvadrāts sastāv no 6(6 vienādām kvadrātiskām rūtiņām. Dažās rūtiņās novilkts pa vienai diagonālei. Nekādām divām novilktajām diagonālēm nav kopīga galapunkta. Kāds ir lielākais iespējamais novilkto diagonāļu skaits?

6. klase

1. Kuri piecciparu skaitļi apmierina īpašību: katrs cipars (izņemot pēdējo) ir lielāks par visu tam sekojošo ciparu summu?

2. Sauksim naturālu skaitli par īpašu, ja tas dalās ar visu to savu ciparu reizinājumu, kuri nav 0. (Par viencipara skaitļa ciparu reizinājumu sauc tā vienīgo ciparu.) Piemēram, skaitļi 7 un 102 ir īpaši, bet skaitlis 77 - nav.

a) vai eksistē 12 pēc kārtas ņemti naturāli skaitļi, kas visi ir īpaši?

b) vai eksistē 14 pēc kārtas ņemti naturāli skaitļi, kas visi ir īpaši?
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Kvadrāts sastāv no 5(5 vienādām kvadrātiskām rūtiņām. Tas sagriezts daļās tā, ka griezumi iet pa rūtiņu robežām. Kāds lielākais skaits daļu var būt tādas kā 1. zīm. attēlotā figūra (tās var būt pagrieztas arī citādi)?

4. Uz tāfeles uzrakstīts skaitlis 123. Andris un Pēteris pēc kārtas izdara pa vienam gājienam; pirmais iet Andris. Andris ar katru savu gājienu vai nu nedara neko, vai arī samaina uz tāfeles esošā skaitļa ciparus vietām, uzraksta jauniegūto skaitli un nodzēš iepriekšējo. (Ja viens vai vairāki cipari ir nulles, viņš arī drīkst tās novietot skaitļa sākumā un nodzēst, tādējādi samazinot skaitļa ciparu skaitu; piemēram, no 100 viņš drīkst iegūt 001 jeb 1.) Pēteris ar savu gājienu pieskaita uz tāfeles esošajam skaitlim 102, uzraksta iegūto summu un nodzēš iepriekšējo skaitli. Vai Andris var panākt, lai uz tāfeles nekad neparādītos četrciparu skaitlis?

5. Autobusā brauca 60 skolēni. Lai kurus 10 skolēnus no tiem izvēlētos, vismaz 3 no izvēlētajiem mācās vienā skolā. Pierādīt, ka vismaz 15 no autobusā braucošajiem skolēniem mācās vienā skolā.

7. klase
1. Dots, ka a, b, c, d - naturāli skaitļi, ab=cd. Pierādīt, ka skaitli a2+b2+c2+d2 var izsacīt kā divu veselu skaitļu kvadrātu summu. Vai to noteikti var izsacīt kā divu naturālu skaitļu kvadrātu summu?

2. Naturālu skaitli sauc par simetrisku, ja tā pēdējais cipars nav 0 un, uzrakstot tā ciparus apgrieztā secībā, skaitlis nemainās. Piemēram, 1221 ir simetrisks skaitlis, bet 1231 - nav.

a) pierādiet: ja simetrisks sešciparu skaitlis dalās ar 13, tad tas dalās arī ar 7,

b) vai taisnība, ka katrs simetrisks sešciparu skaitlis, kas dalās ar 7, dalās arī ar 13?

3. Trijstūrī ABC zināms, ka AB=2 cm, AC=3 cm, (BAC=60( un M ir malas AB viduspunkts. Pierādīt, ka CM=CB.

4. Uz riņķa līnijas atzīmēti 6 dažādi punkti A; B; C; D; E; F un novilkti taisnes nogriežņi AB; BC; CD; DE; EF; FA. Kāds lielākais krustpunktu skaits var rasties?

5. Uz pieņemšanu pie Šerloka Holmsa atnācis Puaro un vēl 99 citi viesi; Holmss nepazīst nevienu atnācēju. Puaro zina, kā sauc jebkuru no pārējiem viesiem, bet neviens no pārējiem viesiem nezina, kā sauc Puaro. Holmsam ir atļauts pieiet pie jebkura viesa, norādīt tam uz jebkuru citu viesi un jautāt: "Vai jūs zināt, kā viņu sauc?" Visas atbildes ir patiesas. Ar kādu mazāko jautājumu skaitu Holmss garantēti var noskaidrot, kurš no viesiem ir Puaro?

8. klase

1. Dots, ka a+b+c=0 un x+y+z=0. Pierādīt, ka x2bc+y2ac+z2ab(0.

2. Šaurleņķu trijstūrī ABC pastāv sakarība (BAC=3((ABC. Pierādīt, ka ∆ ABC var sagriezt 3 vienādsānu trijstūros tā, ka visas 6 to sānu malas vienādas savā starpā.

3. Andrim vajadzēja sareizināt divus trīsciparu skaitļus. Izklaidības pēc viņš tos vienkārši uzrakstīja vienu otram galā. Iegūtais sešciparu skaitlis izrādījās 3 reizes lielāks par reizinājumu, kuru Andrim vajadzēja iegūt. Kādu sešciparu skaitli Andris uzrakstīja?

4. Riņķa līnija ar 2000 punktiem sadalīta 2000 vienādos lokos. Puse no dalījuma punktiem ir balti, puse - sarkani. Novilktas visas hordas, kas savieno divus dalījuma punktus. Pierādīt: to hordu garumu summa, kam abi gali ir balti, ir vienāda ar to hordu garumu summu, kam abi gali ir sarkani.

5. Ap apaļu galdu sēž n cilvēki. Katram no viņiem starp klātesošajiem ir tieši 2 draugi, un tie sēž viens otram blakus. Nav tādu divu cilvēku, kam abiem būtu vieni un tie paši divi draugi. Vai tas ir iespējams, ja a) n=12, b) n=9?

Piezīme: ja A draudzējas ar B, tad arī B draudzējas ar A.
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9. klase
1. Atrisināt vienādojumu sistēmu
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2. Pierādīt: katru izliektu četrstūri var sagriezt 5 daļās, no kurām iespējams izveidot divus paralelogramus tā, ka nekādas divas daļas nepārklājas.

3. Vai eksistē četrstūris ar īpašību: jebkuru tā virsotni var pārvietot uz citu vietu (pārējo 3 virsotņu stāvokli nemainot) tā, ka jauniegūtais četrstūris vienāds ar sākotnējo?

4. Dots, ka x, y, z - naturāli skaitļi un katrs no skaitļiem xy-z, xz-y un yz-x dalās ar 3. Pierādiet, ka x2+y2+z2 dalās ar 3.

5. Matemātikas pulciņā piedalās 8 skolēni. Uz mājām tika uzdoti 8 uzdevumi (visiem skolēniem vieni un tie paši.) Ir zināms: katru uzdevumu atrisināja tieši 5 skolēni. Pierādīt, ka var izvēlēties 2 skolēnus tā, ka katru uzdevumu atrisinājis vismaz viens no viņiem abiem.




1. 10. klase

2. Dots, ka x2+y2=1, x>0 un y>0. Kādas vērtības var pieņemt reizinājums xy?
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Piecstaru zvaigzne izveidota no 5 taisnes nogriežņiem, kas krustojas (skat. 1. zīm.) Pierādīt, ka AB(CD(EF(GH(IK=BC(DE(FG(HI(KA.

4. Kāds ir mazākais pirmskaitlis p, kuram nevar atrast tādus nenegatīvus veselus skaitļus x un y, ka 
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a) Doti n kvadrāti ar izmēriem 2(2 un n taisnstūri ar izmēriem 1(4. Izmantojot tos visus, jāsaliek divas vienādas plaknes figūras tā, ka gabali nepārklājas. Vai to var izdarīt, ja 
b) n=2000, 

5. n=2001?
6. Volejbola svētkos piedalās 24 komandas. Pirmo triju dienu laikā tika izspēlētas 18 spēles, pie tam katra komanda piedalījās vismaz vienā no tām. 
Pierādīt, ka starp izspēlētajām spēlēm var izvēlēties tādas sešas, kurās kopā piedalījušās 12 dažādas komandas.
11. klase
1. Apzīmēsim f(x)=ax2+bx+c. Ir zināms, ka f(1)<0; f(2)>2; f(3)<4. Vai skaitlis a ir pozitīvs, negatīvs vai 0?

2. Paralelograma ABCD iekšpusē atrodas punkts M. Ir zināms, ka (AMB+(CMD=180(. Pierādīt, ka (CBM=(CDM.

3. Skaitļu virknes elementi ir naturāli skaitļi. Pirmo elementu izvēlas patvaļīgi, bet katrs nākošais elements ir vienāds ar iepriekšējā elementa naturālo dalītāju skaitu. 

(Piemēram, ja virknes pirmais elements ir 14, tad virkne ir 14; 4; 3; 2; 2; 2; …).

4. Kāds var būt virknes pirmais elements, ja neviens tās elements nav naturāla skaitļa kvadrāts?

5. Dots, ka nenegatīvu skaitļu x1, x2, …, xn summa ir 1. Atrast izteiksmes 
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 lielāko iespējamo vērtību, ja a) n=2, b) n=3.

6. Pa apli novietoti n trauki, katrā no tiem ir k monētas (n un k - naturāli skaitļi). Izņemam no viena trauka visas monētas un pa vienai liekam tās pēc kārtas traukos, kas ir nākošie pulksteņa rādītāja kustības virzienā. Kad visas monētas ieliktas, atkārtojam šo procesu, izņemot visas monētas no trauka, kurā ielikām pēdējo monētu. Līdzīgi turpinām uz priekšu. 

Pierādīt, ka agri vai vēlu visas monētas vienlaicīgi atradīsies vienā traukā.

1. 
12. klase

2. Dots, ka 0(x((. Pierādīt, ka cos(sinx(cosx.

3. Atrisināt naturālos skaitļos vienādojumu (2a+b)(2b+a)=2c.

4. Aplūkojam skaitļus 
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 un aprēķinām to reizinājumus pa 2, pa 4; pa 6; …; pa 1998; pa 2000. Atrodiet visu šo reizinājumu summu.

5. Izliektam daudzskaldnim ir 100 šķautnes. Kādu lielāko šķautņu skaitu var krustot viena plakne? (Plakne krusto nogriezni, ja nogriežņa galapunkti atrodas dažādās pusēs plaknei.)

6. Rindā uzrakstīti 10 veseli skaitļi. Zem katra no tiem uzraksta jaunu skaitli saskaņā ar šādu likumu: zem skaitļa x raksta to sākotnējās rindas skaitļu skaitu, kas uzrakstīti pa labi no x un ir lielāki par x. Tādējādi iegūst otru skaitļu rindu, kas arī sastāv no 10 veseliem skaitļiem. Piemēram:
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a) Līdzīgā veidā no otrās rindas iegūst trešo, no trešās - ceturto, utt.

b) pierādīt, ka agri vai vēlu iegūsim rindu, kas sastāv tikai no nullēm,

c) sauksim rindu par labu, ja tajā vismaz 1 skaitlis nav 0. Kāds ir lielākais iespējamais labu rindu skaits?
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