Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". 
22. atklātā olimpiāde (1994./95. m.g.)

Atrisinājumi

22.1. a) To var izdarīt, piemēram, tā:
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b) To nevar izdarīt, jo trīs ciparu summa nevar būt lielāka par 3×9 = 27.
22.2. Atrisinājumi parādīti 22.1. zīmējumā.
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22.3. Ja atmetīsim ārējos kubiņus, tad paliks kubs ar izmēriem 4×4×4. Tātad iekrāsoto kubiņu skaits ir  

.
22.4. Nē, nevar. Pavisam kopā ir 66 dalībnieku pāri. Uzskatīsim, ka pāris saņem olu, ja viens no pāra dalībniekiem nosūtījis otram olu. Pavisam tika uzdāvinātas 12 × 6 = 78 olas. Tātad būs pāris, kurš saņems divas olas. Tas nozīmē, ka šī pāra dalībnieki nosūtījuši olas viens otram.
22.5. Katrā pilnā desmitā no 

 līdz 

 ir vienāds skaits skaitļu, kuru ciparu summas ir pāra un nepāra. Atliek aplūkot skaitļus 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9  un 1990, 1991, 1992,  1993, 1994, 1995. Starp šiem skaitļiem ir par vienu vairāk tādu, kuru ciparu summa ir nepāra skaitlis, nekā tādu, kuru ciparu summa ir pāra skaitlis.
22.6. 1995 = 3 × 5 × 7 × 19. Šim skaitlim ir 16 dažādi naturāli dalītāji: 1, 3, 5, 7, 19,  3×5, 3×7, 3×19,  5×7, 5×19,  7×19,  3×5×7,  3×5×19, 3×7×19, 5×7×19, 3×5×7×19.
22.7. To var izdarīt 13 veidos.
22.8. Tā kā 1995 ir nepāra skaitlis, tad aplī kaut kur blakus stāvēs divi vienādas paritātes skaitļi. To summa būs pāra skaitlis.
22.9. Jā, taisnība.
22.10. Iekrāsosim kvadrātu 8×8 šahveida krāsojumā. Kvadrātā, no kura izgrieztas iesvītrotās rūtiņas, atlikušas  28 melnas un 32 baltas rūtiņas. Tā kā katra figūra 1×2 nosedz vienu melnu un vienu baltu rūtiņu, tad izgriezt var ne vairāk kā 28 figūras 1×2. Viegli parādīt, ka 28 šādas figūras var izgriezt.
22.11. Vienādība a) ir pareiza. Vienādība b) nav pareiza, jo, aprēķinot (x + y)5, iegūstam izteiksmi 

.
22.12. Nogrieznis MN ir garāks par nogriezni AB.
22.13. a) Uzvar otrais spēlētājs, atstājot pēc sava gājiena pirmajam spēlētājam 12, 6 un 0 konfektes, neatkarīgi no pirmā spēlētāja gājieniem.

b) Uzvar otrais spēlētājs, atstājot pēc sava gājiena pirmajam spēlētājam 13, 7 un 1 konfektes, neatkarīgi no pirmā spēlētāja gājieniem.

c) Uzvar pirmais spēlētājs, pirmajā gājienā apēdot 2 konfektes, atstājot 

, un katrā gājienā turpinot atstāt pēc sevis 6k+1 konfekti.
22.14. Nē, tā nevar būt. Skaitlis 

 dalās ar 3, bet nedalās ar 9. Tā kā skaitļa A un B ciparu summas ir vienādas, tad tie vai nu abi dalās ar 3, vai abi nedalās ar 3. Tātad, ja to reizinājums dalās ar 3, tad tam ir jādalās arī ar 9, bet tas tā nav.
22.15. Visus lauciņus apdraud 8 laidņi, kas novietoti uz ceturtās vertikāles. Ar mazāku laidņu skaitu nepietiek. Tiešām, ja laidņu skaits būtu mazāks par 8, tad laidņu skaits, kas apdraud baltos (vai melnos) lauciņus būtu ne lielāks par 3. Bet kopā ir 14 malējie baltie lauciņi, un katrs laidnis var apdraudēt ne vairāk kā četrus no tiem. Tātad kāds no malējiem lauciņiem paliks neapdraudēts.
22.16. Nē, to nevar izdarīt. Vienā no grupām atradīsies skaitlis 13. Šīs grupas skaitļu reizinājums dalās ar 13, bet otras grupas skaitļu reizinājums ar 13 nedalās.
22.17. To var izdarīt 24 veidos. Pakāpeniski, virzoties no A, katrā virsotnē jāieraksta skaitlis -- cik veidos no A var nokļūt līdz šai virsotnei.
22.18. Pieņemsim, ka mazākais skaitlis tabulā ir x. Tā kā no katras rūtiņas uz katru var aiziet ar ne vairāk kā 14 soļiem un vienā solī skaitlis nevar palielināties vairāk kā par 1, tad lielākais skaitlis tabulā ir ne lielāks par x + 14. Tātad pavisam tabulā ir ne vairāk kā 15 dažādi skaitļi. Ja tie visi būtu ierakstīti tabulā ne vairāk kā 4 reizes, tad to kopskaits nepārsniegtu 15 × 4 = 60. Tā ir pretruna, jo tabulā ierakstīti 64 skaitļi. Tātad ir skaitlis, kas tabulā ierakstīts ne mazāk kā 5 reizes.
22.20. Atbilde uz a) punktu parādīta 22.2. zīmējumā (iezīmētie nogriežņi ir 1 cm gari).
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22.21. No tā, ka pirmajiem diviem vienādojumiem ir divas dažādas saknes seko, ka šo vienādojumu diskriminanti ir pozitīvi, t.i. 

 un 

. Saskaitot šīs nevienādības, iegūstam, ka 

. Tātad trešā vienādojuma dikriminants 

 ir negatīvs, un šim vienādojumam nav sakņu.
22.22. Sadalīsim visus 1995 skaitļus 997 grupās. Pirmajā grupā iekļausim skaitļus 1, 2, 3; katrā nākošajā grupā divus sekojošus skaitļus: (4, 5), (6, 7), ... , (1994, 1995). Tā kā ir izveidotas 997 grupas, bet izvēlēti 998 skaitļi, tad divi no tiem atradīsies vienā grupā; tie būs savstarpēji pirmskaitļi.
22.23. Tā kā 

, tad  b 
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 2.
22.24. a) Der skaitlis 1213121.

b) Der skaitlis 1213121412131215121312141213121.

c) Vispārīgajā gadījumā, ja ir n cipari, skaitli konstruē induktīvi. Ja A ir līdzsvarots skaitlis k - 1 ciparam, tad 

 ir līdzsvarots skaitlis k cipariem.
22.25. Apzīmēsim ar O ap trijstūriem AMN un BKM apvilkto riņķa līniju krustpunktu, kas nav M. No teorēmas par ievilktu četrstūri seko, ka 

 un 

. No šejienes seko, ka 



,

un ap četrstūri CKON var apvilkt riņķa līniju. Tas  nozīmē, ka arī trijstūrim CNK apvilktā riņķa līnija ies caur punktu O.
22.26. Sastādām vienādojumu sistēmu (k -- krēga cena, t -- terbuka cena, d -- dillera cena).




Pareizinot pirmo vienādību ar 2 un atņemot otro, iegūstam, ka 

. Tātad viens krēgs, viens terbuks un viens dillers kopā maksā tikai 15 santīmus.
22.27. a) Ievērojot to, kā izpildās reizināšana stabiņā, pierādiet nevienādību



.

No šejienes seko prasītais:



.

b) Vienādība pastāv visiem skaitļiem 

.
22.28. Apzīmēsim regulāros trijstūru ar ABD, BCE un ACF. Apzīmēsim ar O ap trijstūriem ABD un BCE apvilkto riņķa līniju krustpunktu (kas nav B). No teorēmas par ievilktiem četrstūriem seko, ka 

. Tātad arī leņķis AOC ir vienāds ar 120°, un ap četrstūri AOCF var apvilkt riņķa līniju. Tas nozīmē, ka arī trešā riņķa līnija, kas apvilkta ap trijstūri ACF ies caur punktu O, un tās visas krustojas vienā punktā. 
22.31. Aplūkosim skaitļu intervālu [1, n], n = abcde. Šajā intervālā 

 skaitļu pieder pirmajai progresijai, 

 -- otrajai, utt. Kopā progresijas satur ne vairāk kā 

 skaitļu. Tā kā intervālā [1, n] ir n skaitļi, tad kāds no tiem nepiederēs nevienai no dotajām progresijām.
22.32. Tā kā skaitļi x un x + 1 ir savstarpēji pirmskaitļi un to reizinājums ir naturāla skaitļa septītā pakāpe, tad arī x un x + 1 jābūt naturālu skaitļu septītajām pakāpēm. Bet, tā kā divas septītās pakāpes naturālo skaitļu rindā neatrodas blakus, tad dotajam vienādojumam atrisinājumu nav.
22.33. Paralēlskaldņu skaits ir 29.
22.34. Pierādījumā izmanto pagriezienus pa 90°.
22.35. Uzdevums jāinterpretē grafu teorijas valodā.
22.36. Tā kā 

, tad prasītā vienādība var izpildīties tikai, ja  

. Vienādība 

 izpildās, ja x = pn. Viegli pārbaudīt, ka visas šīs vērtības apmierina uzdevuma nosacījumus.
22.37. Ja daudzstūrim visas skaldnes ir trijstūri un to skaits ir n, tad daudzstūrim ir 

 šķautņu ( katram trijstūrim ir 3 malas, bet katra šķautne tiek skaitīta divas reizes). Tas nozīmē, ka n ir pāra skaitlis. Skaidrs, ka n > 2. 

Visiem pāra skaitļiem, kas lielāki par 2, šādu daudzskaldni var uzrādīt. Ja n = 4, tad ņemam trijstūra piramīdu. Ja n = 2k > 4, tad savienojam ar pamatiem divas k-stūru  piramīdas.
22.38. Jā, eksistē. Uzdevuma nosacījumiem atbilst, piemēram, polinoms 



.

Redzams, ka šis polinoms ir pozitīvs visām argumentu x, y vērtībām. Tas pieņem jebkuru pozitīvu vērtību c, piemēram, ja 

 un 

. 
22.40. Aplūkosim riņķa līniju, kas pieskaras visām četrām riņķa līnijām no ārpuses. Tad četrstūris ABCD  atradīsies šīs riņķa līnijas iekšpusē. No visiem četrstūriem, kas atrodas riņķa līnijas iekšpusē, lielākais laukums ir riņķa līnijā ievilktajam kvadrātam. Tātad punktus A, B, C, D  jāizvēlas kā šīs riņķa līnijas un sākotnējo četru riņķa līniju pieskaršanās punktus, kas veido konstruētajā riņķa līnijā ievilktu kvadrātu.
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