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Ievads



Ievads

• 𝑡0 – sākuma laika moments

• ∆𝑡 > 0 – laika izmaiņa

• 𝑠 = 𝑠 𝑡 - veiktais ceļš laika momentā t

• 𝑣𝑣𝑖𝑑. =
𝑠 𝑡0+∆𝑡 −𝑠(𝑡0)

∆𝑡
- vidējais ātrums laika nogrieznī [𝑡0; 𝑡0+∆𝑡]



Ievads

Kā noteikt 𝑣(𝑡0), ja 𝑣 = 𝑣(𝑡) – momentānais ātrums laika momentā 𝑡?



Ievads

• Ja ∆𝑡 ~ 0 (bet ∆𝑡 ≠ 0), tad 𝑣𝑣𝑖𝑑.~𝑣 𝑡0 .

• Tātad 𝑣(𝑡0) = lim
∆𝑡→0

𝑣𝑣𝑖𝑑. = 𝐥𝐢𝐦
∆𝒕→𝟎

𝒔 𝒕𝟎+∆𝒕 −𝒔(𝒕𝟎)

∆𝒕
= 𝒔′(𝒕𝟎), kur 𝑠′(𝑡0) ir funkcijas 𝑠 atvasinājums punktā 𝑡0.

• Tad mašīnas ātrums jeb ceļa funkcijas augšanas ātrums laika momentā 𝑡0 ir vienāds ar funkcijas 𝑠 atvasinājumu punktā 𝑡0.

• Analoģiski var parādīt, ka mašīnas paātrinājums laika momentā 𝑡0 𝒂 𝒕𝟎 = 𝒗′ 𝒕𝟎 = 𝒔′ 𝒕𝟎
′
= 𝒔′′(𝒕𝟎). (pamēģiniet paši)



Ievads

Vispārīgā gadījumā funkcijas 𝑓(𝑥) atvasinājums punktā 𝑥0, ko apzīmē ar 

𝑓′(𝑥0), ir «funkcijas 𝑓 augšanas ātrums punktā 𝑥0». 



Funkcijas robeža
• Attēlā dots funkcijas 𝑦 = 𝑥2 grafiks.

• Var redzēt, ka, kad 𝑥 tuvojas skaitlim 2 (nav svarīgi, no 

kuras puses), funkcijas 𝑦 vērtība tuvojas skaitlim 4.

• Šo faktu pieraksta šādi: lim
𝑥→2

𝑥2 = 4 (funkcijas 𝑦 = 𝑥2

robeža, kad 𝑥 tiecas uz 2, ir vienāda ar 4).

• Šoreiz varēja vienkārši ievietot 𝑥 vietā 2 un iegūt robežas 

vērtību, bet ne vienmēr robežu var atrast tik viegli.

A



Atvasinājuma definīcija

• Kā jau tika minēts lekcijas ievadā, vispārīgajā gadījumā funkcijas 𝑓(𝑥) atvasinājums 

punktā 𝑥0 𝑓′(𝑥0) ir «funkcijas 𝑓 augšanas ātrums punktā 𝑥0».

• Apskatīsim funkciju 𝑦 = 𝑓(𝑥). 

• Lai ∆𝑥 – argumenta 𝒙 pieaugums punktā 𝒙𝟎, tad 𝑥0 + ∆𝑥 – jaunā argumenta vērtība 

un 𝑓 𝑥0 + ∆𝑥 − jaunā funkcijas vērtība.

• Tad ∆𝑦 = 𝑓 𝑥0 + ∆𝑥 − 𝑓(𝑥0) sauc par funkcijas pieaugumu punktā 𝒙𝟎, kas atbilst 

argumenta pieaugumam ∆𝒙.

• Ir redzams, ka argumenta pieaugumu ∆𝑥 var interpretēt kā abstraktu ∆𝑡 analogu no 

piemēra ar mašīnas momentāno ātrumu un ∆𝑦 savukārt kā 𝑠 𝑡0 + ∆𝑡 − 𝑠(𝑡0) jeb 

veiktā ceļa laika intervālā [𝑡0; 𝑡0+∆𝑡] analogu. 



Atvasinājuma definīcija

• Tagad, atceroties piemēru par mašīnu, var viegli saprast, kāda ir atvasinājuma definīcija.

• Funkcijas 𝑦 = 𝑓(𝑥) atvasinājums punktā 𝑥0 𝒇
′ 𝒙𝟎 = 𝐥𝐢𝐦

∆𝒙→𝟎

∆𝒚

∆𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

∆𝒙→𝟎

𝒇 𝒙𝟎+∆𝒙 −𝒇(𝒙𝟎)

∆𝒙
.

• Ja 𝑓′ 𝑥0 eksistē tad funkciju 𝑦 = 𝑓(𝑥) sauc par atvasināmu vai diferencējamu punktā 𝑥0.



Pamatfunkciju atvasināšanas formulas



𝒙𝒏 ′ = 𝒏𝒙𝒏−𝟏, 𝒏 ∈ ℝ

Pamatfunkciju atvasināšanas formulas. Piemēri

𝑥7 ′ = 7𝑥7−1 = 7𝑥6

𝑥 ′ = 𝑥
1
2

′

=
1

2
⋅ 𝑥

1
2−1 =

1

2
⋅ 𝑥−

1
2 =

1

2𝑥
1
2

=
1

2 𝑥

1

𝑥

′

= 𝑥−1 ′ = −1 ⋅ 𝑥−2 = −
1

𝑥2

𝑪′ = 𝟎,   𝑪 ∈ ℝ
𝒌𝒙 + 𝒃 ′ = 𝒌, 𝒌, 𝒃 ∈ ℝ

7′ = 0

−9𝑥 + 4 ′ = −9

20𝑥 ′ = 20
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Pamatfunkciju atvasināšanas formulas. Pierādījuma piemērs

• Pierādīsim, ka (𝒙𝟐)′= 𝟐𝒙, kur 𝑥 ∈ ℝ.

• 𝑓 𝑥0 = 𝑥0
2, ∆𝑦 = 𝑓 𝑥0 + ∆𝑥 − 𝑓 𝑥0 = 𝑥0 + ∆𝑥 2 − 𝑥0

2 = 𝑥0
2 + 2𝑥0∆𝑥 + ∆𝑥2 − 𝑥0

2 = 2𝑥0∆𝑥 + ∆𝑥2, kur 𝑥0 -

patvaļīgs punkts un ∆𝑥 – argumenta pieaugums punktā 𝑥0.

• Tad 𝑓′ 𝑥0 = lim
∆𝑥→0

∆𝑦

∆𝑥
= lim

∆𝑥→0

2𝑥0∆𝑥+∆𝑥
2

∆𝑥
= lim

∆𝑥→0
(2𝑥0 + ∆𝑥) =2𝑥0.

• Tātad jebkuram 𝑥 ∈ ℝ (𝑥2)′= 2𝑥.



Atvasināšanas kārtulas



Atvasināšanas kārtulas. Piemēri

• 𝒇 𝒙 = 𝟓𝒙𝟑 + 𝟐𝒙 + 𝟐𝟎𝟐𝟎, 𝒇′ 𝒙 - ?

𝑓′ 𝑥 = 5𝑥3 + 2𝑥 + 2020 ′ = 5𝑥3 ′ + 2𝑥 ′ + 2020 ′ = 5 ⋅ 𝑥3 ′ + 2 ⋅ 𝑥′ + 0 = 5 ⋅ 3 ⋅ 𝑥2 + 2 ⋅ 1 = 15𝑥2 + 2

• 𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐 − 𝟐𝟎𝟐𝟎. 𝒇′(𝒙) - ?

𝑓′ 𝑥 = 𝑥2 − 2020
′
= 𝑥2 ′ − 2020

′
= 2𝑥 − 0 = 2𝑥

• 𝒖 𝒙 = 𝑪 ⋅ 𝒇 𝒙 , 𝑪 ∈ ℝ. 𝒖′ 𝒙 - ?

𝑢′ 𝑥 = 𝐶 ⋅ 𝑓(𝑥) ′ = 𝐶 ′ ⋅ 𝑓 𝑥 + 𝐶 ⋅ 𝑓′ 𝑥 = 0 ⋅ 𝑓 𝑥 + 𝐶 ⋅ 𝑓′ 𝑥 = 𝐶 ⋅ 𝑓′(𝑥)



Atvasinājuma ģeometriskā interpretācija
• Apskatīsim funkcijas 𝑦 = 𝑓(𝑥) grafiku.

• ∆𝑥 – argumenta pieaugums punktā 𝑥0, ∆𝑦 = 𝑓 𝑥0 + ∆𝑥 − 𝑓(𝑥0) - funkcijas 

pieaugums punktā 𝑥0, kas atbilst argumenta pieaugumam ∆𝑥.

• Taisne AB – funkcijas grafika sekante, t. i., taisne, kas krusto funkcijas grafiku divos 

punktos. Tas slīpuma leņķis ir leņķis 𝛼.

• No zīmējuma var redzēt, ka tan 𝛼 =
𝑓 𝑥0+∆𝑥 −𝑓(𝑥0)

∆𝑥
=

∆𝑦

∆𝑥
. 

• Ja ∆𝑥 → 0, tad 
∆𝒚

∆𝒙
→ 𝑓′(𝑥0) un tan 𝛼 → 𝑓′(𝑥0) pēc atvasinājuma definīcijas. Bet kas 

notiek ar sekanti?

• Punkts B tuvojas punktam A, un sekante aizņem robežstāvokli un kļūst par pieskari

funkcijas grafikam punktā A jeb par taisni, kurai ar funkcijas grafiku kopīgs ir tikai punkts 

A (taisne AC).

𝜑



Atvasinājuma ģeometriskā interpretācija

• Var secināt, ka   tan𝜑 = lim
∆𝑥→0

tan 𝛼 =

lim
∆𝑥→0

∆𝒚

∆𝒙
= lim

∆𝑥→0

𝑓 𝑥0+∆𝑥 −𝑓(𝑥0)

∆𝑥
= 𝑓′(𝑥0).

• Ņemot vērā, ka taisnes slīpuma leņka tangenss ir tās virziena 

koeficiens, pieskares AC virziena koeficients 𝒌 =

𝐭𝐚𝐧𝝋 = 𝒇′(𝒙𝟎).

• Tā arī ir funkcijas atvasinājuma ģeometriskā interpretācija. 

Funkcijas 𝑦 = 𝑓(𝑥) grafika pieskares punktā 𝑥0 virziena 

koeficients ir vienāds ar funkcijas atvasinājumu šajā punktā.

𝜑



Funkcijas ekstrēmi

• Ja 𝒇′ 𝒙 > 𝟎 katra intervāla I punktā, tad f aug intervālā I.

• Ja 𝒇′ 𝒙 < 𝟎 katra intervāla I punktā, tad f dilst intervālā I.

• Šie fakti seko arī no atvasinājuma ģeometriskās interpretācijas: ja 

funkcija 𝑓 aug punktā 𝑥0, tad lineāra funkcija, kuras grafiks ir 

funkcijas 𝑓 pieskare punktā 𝑥0, arī aug, tāpēc tās virziena 

koeficients 𝑘 ir pozitīvs, un tātad arī 𝑓′ 𝑥0 = 𝑘 > 0; ja 𝑓 dilst 

punktā 𝑥0, tad 𝑓′ 𝑥0 = 𝑘 < 0.

𝒇′ −𝟐 < 𝟎

x

y

𝒚 = 𝒇(𝒙)

𝒇′ 𝟎 > 𝟎

𝒇′ 𝟐 > 𝟎

𝒇′ 𝟖 < 𝟎



• Punktu 𝑥0 sauc par funkcijas 𝑓 minimuma punktu, ja katram 𝑥 no funkcijas 𝑓

definīcijas apgabala izpildās nevienādība 𝑓 𝑥 ≥ 𝑓(𝑥0). Vērtību 𝑓(𝑥0) sauc par 

funkcijas 𝑓 minimumu. 

• Punktu 𝑥0 sauc par funkcijas 𝑓 maksimuma punktu, ja katram 𝑥 no funkcijas 𝑓

definīcijas apgabala izpildās nevienādība 𝑓 𝑥 ≤ 𝑓(𝑥0). Vērtību 𝑓(𝑥0) sauc par 

funkcijas 𝑓 maksimumu.

• Funkcijas minimuma un maksimuma punktus sauc par ekstrēma punktiem, bet 

funkcijas vērtības šajos punktos - par funkcijas ekstrēmiem. Ja funkcija ir 

diferencējama ekstrēma punktā un tas atrodas funkcijas definīcijas apgabalā 

iekšienē, tad funkcijas atvasinājums ekstrēma punktā ir vienāds ar 0. 

Funkcijas ekstrēmi



Funkcijas ekstrēmi. Kritiskie punkti

• Funkcijas 𝑓 definīcijas apgabala iekšējo punktu 𝑥0 sauc par 

kritisku, ja 𝑓′ 𝑥0 = 0 vai 𝑓 nav diferencējama punktā 𝑥0.

• Lai atrastu funkcijas maksimālo vai minimālo vērtību, vajag atrast 

tās vērtības visos kritiskajos punktos un izvēlēties no tām 

maksimālo un minimālo.



Funkcijas ekstrēmi. Kāpēc parabolas virsotnes formula ir 𝑥0 = −
𝑏

2𝑎
? 

• Parabola ir kvadrātiskās funkcijas 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 grafiks, kur 𝑎 ≠

0, tāpēc, lai atrastu parabolas virsotnes 𝑥 koordinātu, mums faktiski 

jāatrod funkcijas 𝑓 ekstrēma punktu.

• 𝑓′ 𝑥 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 ′ = 𝑎𝑥2 ′ + 𝑏𝑥 ′ + 𝑐′ = 𝑎 ⋅ 𝑥2 ′ + 𝑏 ⋅ 𝑥′ +

0 = 𝑎 ⋅ 2 ⋅ 𝑥 + 𝑏 ⋅ 1 = 2𝑎𝑥 + 𝑏.

• 𝑓′ 𝑥0 = 0 ⇒ 2𝑎𝑥0 + 𝑏 = 0 ⇒ 𝒙𝟎 = −
𝒃

𝟐𝒂
- funkcijas 𝑓 kritiskais punkts. 

• No parabolas grafika var redzēt, ka atbilstošai kvadrātiskai funkcijai 𝑓 ir 

viens vienīgs kritiskais punkts, kurš arī ir ekstrēma punkts, un tā ir 

parabolas virsotnes 𝑥 koordināta. Tad 𝒙𝟎 = −
𝒃

𝟐𝒂
ir parabolas virsotnes 

formula.



Funkcijas ekstrēmi. Piemērs

Atrast visus funkcijas 𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐 ekstrēma punktus.

• 𝑓′ 𝑥 = 2𝑥.

• 2𝑥 = 0 ⇒ 𝑥0 = 0 − funkcijas 𝑓 kritiskais punkts.

Vai 𝑥0 ir funkcijas 𝑓 ekstrēma punkts?

•

• Jā. Tātad 𝑥0 = 0 – vienīgais funkcijas 𝑓 ekstrēma punkts. To var 

redzēt arī no funkcijas 𝑓 grafika. 

0 𝑥

- +

𝑓
𝑓′ −1 = 2 ⋅ −1 = −2 < 0

𝑓′ 1 = 2 ⋅ 1 = 2 > 0



Divu pozitīvu skaitļu summa ir 8. Kādiem ir jābūt šiem skaitļiem, lai to kubu summa būtu vismazāka?

Funkcijas ekstrēmi. Piemērs

• Ar 𝑥 apzīmējam 1. skaitli, tad 8 − 𝑥 ir 2. skaitlis; 𝑥 > 0 un 8 − 𝑥 > 0, tad 𝑥 ∈ (0; 8).

• Mums jāatrod funkcijas 𝑓 𝑥 = 𝑥3 + 8 − 𝑥 3 = 𝑥3 + 512 − 192𝑥 + 24𝑥2 − 𝑥3 = 24𝑥2 − 192𝑥 + 512 minimuma punktu.

• 𝑓′ 𝑥 = 48𝑥 − 192, 𝑓′ 𝑥 = 0 ⇒ 𝑥0 =
192

48
= 4 ∈ (0; 8) – funkcijas 𝑓 kristiskais punkts. 

•Vai 𝑥0 ir funkcijas 𝑓 minimuma punkts?

•

• Jā. Intervālā (0; 8) funkcija 𝑓 sasniedz mimimālo vērtību punktā 𝑥0 = 4.

•Tad 1. skaitlis ir 𝒙 = 𝒙𝟎 = 𝟒 un 2. skaitlis ir 𝒚 = 𝟖 − 𝒙 = 𝟒.

𝑓′ 2 = 48 ⋅ 2 − 192 = −96 < 0

𝑓′ 5 = 48 ⋅ 5 − 192 = 48 > 0
4 𝑥

- +

𝑓
0 8



Protams, uzdevumus no piemēriem var risināt arī, izmantojot parabolas virsotnes 

formulu 𝑥0 = −
𝑏

2𝑎
, jo 𝑥0 ir atbilstošas kvadrātiskās funkcijas minimuma punkts 

(𝑎 > 0) vai maksimuma punkts (𝑎 < 0).

Funkcijas ekstrēmi. Piemērs



Funkcijas ekstrēmi. Uzdevumi pašpārbaudei

1. Divu pozitīvu skaitļu summa ir 10. Kādiem jābūt šiem skaitļiem, lai to kvadrātu summa būtu 
vismazāka? (Atbilde: 5 un 5)

2. Atrodiet tādu skaitli, lai šī skaitļa un tā kvadrāta summa būtu vismazāka. (Atbilde: -0.5)



Jautājumi
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Paldies par uzmanību!


