
1 Kas ir sak	artojums?

�aj	a lekcij	a iepaz	�simies ar sak	artojumiem. Redz	esim, ka tie ir visur, un ap-
skat	�sim daudzus daº	adus piem	erus. Gal	�gas sak	artot	as kopas vizualiz	esim ar
Hases diagramm	am.

1.1 De�n	�cija un piem	eri

Gan ikdien	a, gan matem	atik	a bieºi saskaramies ar to, ka objekti (vai cilv	eki, vai
dz	�vnieki,...) ir sak	artoti p	ec daº	adiem krit	erijiem. Piem	eram, re	alie skaitl�i ir
sak	artoti p	ec t	a, kur² ir liel	aks. Radinieki ciltskok	a ir sak	artoti p	ec t	a, kur² ir k	a
p	ecn	ac	ejs. Ar	� soci	alas hierarhijas ir sak	artojumi. Bar	�bas k�	edes sak	arto organ-
ismus p	ec t	a, kur² kuru ap	ed. V	ardi v	ardn	�c	as m	edz b	ut sak	artoti alfab	etisk	a
sec	�b	a.

Sak	artojuma j	edzienu var matem	atiski formaliz	et ²	adi:

De�nition 1.1. Divviet	�gu attiec	�bu ≤ kop	a P sauc par sak	artojumu, ja visiem
x, y, z ∈ P izpild	as

1. x ≤ x (re�eksivit	ate),

2. ja x ≤ y un y ≤ x, tad x = y (antisimetrija),

3. ja x ≤ y un y ≤ z, tad x ≤ z (transitivit	ate).

P	ari 〈P,≤〉 tad sauc par sak	artotu kopu.

Example 1.2. Piem	eri no matem	atikas:

• 〈R,≤〉, 〈Z,≤〉 un 〈N,≤〉, kur ≤ ir parastais sak	artojums,

• 〈P (X) ,⊆〉 � kopas X visu apak²kopu saime,

• 〈N0,�〉 � natur	alie skaitl�i, ieskaitot 0, ar dal	am	�bas sak	artojumu: n � m,
ja n ir m dal	�t	ajs (tas ir, m = nk k	adam k).

De�nition 1.3. Sak	artotu kopu 〈P,≤〉 sauc par

• k�	edi, ja visiem x, y ∈ P izpild	as x ≤ y vai y ≤ x,

• antik�	edi, ja visiem x, y ∈ P no x ≤ y izriet x = y.

Example 1.4. 〈N,≤〉, 〈Z,≤〉 un 〈R,≤〉 ir k�	edes.
Jebkura kopa A ir antik�	ede ar vien	ad	�bas attiec	�bu k	a sak	artojumu: 〈A,=〉.

1.2 Izomor�smi

De�nition 1.5. Pie�nemsim, ka 〈P,≤P 〉 un 〈Q,≤Q〉 ir sak	artotas kopas. Att	elojumu
φ : P → Q sauc par sak	artojumu izomor�smu, ja φ ir sirjekcija un visiem
x, y ∈ P izpild	as

x ≤P y tad un tikai tad, ja φ (x) ≤Q φ (y) .
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�aj	a viet	a varb	ut ir v	erts atg	adin	at, kas ir sirjekcija:

De�nition 1.6. Att	elojumu f : A→ B sauc par

• sirjekciju, ja visiem b ∈ B eksist	e a ∈ A ar f (a) = b,

• injekciju, ja visiem x, y ∈ A no f (x) = f (y) izriet x = y,

• bijekciju, ja f ir gan sirjekcija, gan injekcija.

Atceroties izomor�smu de�n	�cijas cit	as algebras nozar	es (piem	eram, grupu
izomor�smus, pusgrupu izomor�smus, gredzenu izomor�smus,...), m	es var	etu
apmulst, jo taj	as m	edz pras	�t, lai att	elojums b	utu bijekcija. K	ap	ec sak	artojumu
izomor�sma de�n	�cij	a prasa tikai sirjekciju? Izr	ad	as, ka ar to pietiek � ja φ
apmierina visas de�n	�cijas pras	�bas, tad m	es dab	ujam par velti ar	� to, ka φ ir
bijekcija:

Lemma 1.7. Katrs sak	artojumu izomor�sms ir bijekcija.

Pier	ad	�jums. Pie�nemsim, ka 〈P,≤P 〉, 〈Q,≤Q〉 ir sak	artotas kopas un φ : P → Q
ir sak	artojumu izomor�sms. Lai pier	ad	�tu, ka φ ir bijekcija, pietiek pier	ad	�t, ka
t	a ir injekcija.

Izv	elamies patval�	�gus x, y ∈ P . Pie�nemsim, ka φ (x) = φ (y), un pier	ad	�sim,
ka tad ar	� x = y.

T	a k	a φ (x) = φ (y), tad no re�eksivi	ates kop	a Q (φ (x) ≤Q φ (y), sk.
De�n	�ciju 1.1) izriet

φ (x) ≤Q φ (y) un φ (y) ≤Q φ (x) .

T	a k	a φ ir izomor�sms, no ²	�m vien	ad	�b	am izriet

x ≤P y un y ≤P x.

Izmantojot antisimetriju (sk. De�n	�ciju 1.1), secin	am, ka x = y. T	atad φ ir
injekciju.

1.3 Hases diagrammas

Sak	artot	as kopas de�n	�cija ir sam	er	a abstrakta, bet t	ul	�t redz	esim, ka vismaz
gal	�gas kopas gad	�jum	a sak	artojumus var uzskat	ami vizualiz	et. Pirms tam
j	aiepaz	�stas ar v	el div	am attiec	�b	am, kuras de�n	e, izejot no dota sak	artojuma
k	ad	a kop	a.

Piem	eram, re	alajos skaitl�os m	edz lietot ne tikai sak	artojumu ≤, bet ar	� at-
tiec	�bu <. �	ada attiec	�ba eksist	e ar	� patval�	�g	a sak	artot	a kop	a:

De�nition 1.8. Sak	artot	a kop	a 〈P,≤〉 rakst	am x < y, ja

x ≤ y un x 6= y.

Attiec	�bu < sauc par stingro sak	artojumu sak	artotaj	a kop	a 〈P,≤〉.
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Otrk	art, daº	as sak	artot	as kop	as ir j	ega run	at par iepriek²	ejo elementu pirms
x, vai par n	akamo elementu aiz x. Piem	eram, sak	artotaj	a kop	a 〈N,≤〉 n	akamais
elements aiz 3 ir 4.

De�nition 1.9. Sak	artot	a kop	a 〈P,≤〉 rakst	am x −< y (sak	am �x ir tie²i zem

y� vai �x ir tie²i pirms y�), ja izpild	as

1. x < y,

2. Visiem z ∈ P , ja x ≤ z < y, tad x = z.

Attiec	�bu −< sauc par n	akam	�bas attiec	�bu sak	artotaj	a kop	a 〈P,≤〉 (angliski
covering relation).

Example 1.10.

• Sak	artotaj	a kop	a 〈Z,≤〉 (veselie skaitl�i ar parasto sak	artojumu) 2 −< 3
un 3 −< 4 , bet 2��−<4.

• Sak	artotaj	a kop	a 〈P (X) ,⊆〉 (kopas X apak²kopu saime ar apak²kopu
sak	artojumu), ja ir dota apak²kopa A ⊂ X un elements b ∈ X \ A, tad
A −< A∪{b}. Savuk	art, ja a ∈ A, tad A\{a} −< A. T	atad m	edz eksist	et
vair	akas kopas, kuras ir �n	akam	as aiz A�, un ar	� vair	akas, kuras ir tie²i
pirms A.

• Sak	artotaj	a kop	a 〈N,�〉 (natur	alie skaitl�i ar dal	am	�bas sak	artojumu) 2 −<
4, 2 −< 6 un 3 −< 6.

De�nition 1.11. Par sak	artotas kopas 〈P,≤〉 Hases diagrammu sauc z	�m	ejumu
plakn	e R2 ar ²	ad	am 	�pa²	�b	am:

1. Katram x ∈ P atbilst punkts Ax ∈ R2 un ri�nk�a l	�nija ar centru punkt	a
Ax. Turkl	at, ja x 6= y, tad ar	� Ax 6= Ay.

2. Ja x −< y, tad ir novilkts nogrieznis AxAy.

3. Pie�nemsim, kax, y ∈ P ar x ≤ y.

(a) Tad punkta Ax y-koordin	ate ir maz	aka vai vien	ada ar punkta Ay

y-koordin	ati.

(b) Ja k	adam z ∈ P punkts Az pieder nogrieznim AxAy, tad Az = Ax vai
Az = Ay. (Ri�nk�a l	�niju r	adiusus vienm	er var izv	el	eties tik mazus, lai
ar	� ri�nk�a l	�nija ap Az ne²k�eltu un nepieskartos nevienam nogrieznim,
kam Az nav galapunkts.)

Konkr	eti tas izskat	as ²	adi:

Example 1.12. Ja sak	artojam kopu {1, 2, ...n} p	ec parast	a skaitl�u sak	artojuma
≤, tad ieg	ustam k�	edi n � att	el	a ir piem	eri ar n = 2, n = 3 un n = 4. Ja t	as
pa²as kopas sak	artojam p	ec sak	artojuma =, tad rodas antik�	edes n. P	ed	ej	a
diagramma par	ada sak	artojumu 〈P({a, b, c}),⊆〉.
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2 3 4

2

3

4

{a, b, c}

{a, b} {a, c} {b, c}

{a} {b} {c}

∅ P ({a, b, c})
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