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Ievads



Atrisināt nevienād̄ıbu noz̄ımē atrast visus tās atrisinājumus un
pierād̄ıt, ka citu atrisinājumu nav.

Pierād̄ıt nevienād̄ıbu ar vienu vai vairākiem main̄ıgajiem noz̄ımē
pamatot, ka nevienād̄ıba ir patiesa pie jebkurām piel,aujamajām
main̄ıgo vērt̄ıbām.



Galvenās nevienād̄ıbu pierād̄ıšanas metodes

Ekvivalenti pārveidojumi:
algebriski pārveidojumi (nevienād̄ıbas vienas puses vai abu pušu
sadal̄ıšana reizinātājos);

pilno kvadrātu atdal̄ıšana;

Nevienād̄ıbu pastiprināšana:
saskaitāmo / reizinātāju novērtēšana;

sakar̄ıba starp vidējo aritmētisko un vidējo ǧeometrisko;

klasisko nevienād̄ıbu izmantošana (Koš̄ı, Jensena, utt).



Pilno kvadrātu atdal̄ıšana

Ja A1,A2, . . . ,An ir algebriskas izteiksmes un c1, . . . , cn ir nenegat̄ıvas
izteiksmes, tad

c1A
2
1 + c2A

2
2 + . . .+ cnA

2
n ≥ 0.



Daudzas sarežǧ̄ıtākas nevienād̄ıbas būtu grūti pierād̄ıt, neizmantojot
speciālas nevienād̄ıbas un teorēmas.

Klasiskākā un visnoz̄ım̄ıgākā ir t.s. nevienād̄ıba starp nenegat̄ıvu
skaitl,u vidējo aritmētisko un vidējo ǧeometrisko.
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Vidējo lielumu defin̄ıcijas



Vidējais aritmētiskais (arithmetic mean, AM)

Par n skaitl,u a1, a2, . . . , an vidējo aritmētisko sauc lielumu

a1 + a2 + . . .+ an−1 + an
n

.

Vidējais ǧeometriskais (geometric mean, GM)

Par n nenegat̄ıvu skaitl,u a1, a2, . . . , an vidējo ǧeometrisko sauc
n-tās pakāpes sakni no šo skaitl,u reizinājuma, t.i., lielumu

n
√
a1a2 . . . an−1an.



Skaitl,u 1, 3, −2 un 4, tad to vidējais aritmētiskais ir

1+ 3− 2+ 4
4

=
6
4
=

3
2
.

Vidējais ǧeometriskais nav definēts, jo starp dotajiem ir ar̄ı nenegat̄ıvi
skaitl,i (ceturtās pakāpes sakne no negat̄ıva skaitl,a??)!

Cits piemērs: ja doti skaitl,i 1, 3, 2 un 4, tad to vidējais aritmētiskais ir

1+ 3+ 2+ 4
4

=
10
4

=
5
2
= 2.5.

Šo skaitl,u vidējais ǧeometriskais ir

4
√
1 · 3 · 2 · 4 =

4
√
24 ≈ 2.213.
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1. uzdevums

Aprēk, ināt vidējo aritmētisko un vidējo ǧeometrisko šiem skaitl,iem:

0.04; 0.5; 1; 15; 45; 54.

Vidējais aritmētiskais:
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0.04; 0.5; 1; 15; 45; 54.

Vidējais aritmētiskais:

0.04+ 0.5+ 1+ 15+ 45+ 54
6

=
115.54

6
= 19

154
600
≈ 19.25666.

Vidējais ǧeometriskais:

6
√
0.04 · 0.5 · 1 · 15 · 45 · 54 =

=
6

√
1
25
· 1
2
· 1 · (3 · 5) · (32 · 5) · (33 · 2) =

=
6√36 = 3.



AM-GM nevienād̄ıba



AM-GM nevienād̄ıba

Ja a1, a2, . . . , an ir nenegat̄ıvi skaitl,i, tad

a1 + a2 + . . .+ an−1 + an
n

≥ n
√
a1a2 . . . an−1an,

t.i., nenegat̄ıvu skaitl,u
vidējais aritmētiskais ir lielāks vai vienāds ar šo skaitl,u vidējo
ǧeometrisko, turklāt vienād̄ıba ir tad un tikai tad, ja visi skaitl,i ir
vienādi, t.i., a1 = a2 = . . . = an.



AM-GM nevienād̄ıba gad̄ıjumā n = 2

Ja n = 2, tad iegūstam: visiem nenegat̄ıviem a1, a2 izpildās

a1 + a2
2

≥
√
a1a2

jeb
a1 + a2 ≥ 2

√
a1a2.



AM-GM nevienād̄ıba gad̄ıjumā n = 2

Pierād̄ıjums
Apz̄ımē x =

√
a1 un y =

√
a2, tad ir jāpierāda

x2 + y2 ≥ 2xy .

Taču š̄ı nevienād̄ıba ir patiesa, jo tā ir ekvivalenta nevienād̄ıbai

(x − y)2 ≥ 0,

kas ir patiesa, tā kā tās kreisajā pusē ir reāla skaitl,a kvadrāts.
Ievērosim, ka (x − y)2 = 0 tikai gad̄ıjumā, ja x = y , t.i., a1 = a2!!
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(x − y)2 ≥ 0,
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AM-GM nevienād̄ıba gad̄ıjumā n = 3

Ja n = 3, tad iegūstam: visiem nenegat̄ıviem a1, a2 izpildās

a1 + a2 + a3
3

≥ 3
√
a1a2a3

jeb
a1 + a2 + a3 ≥ 3 3

√
a1a2a3.



AM-GM nevienād̄ıba gad̄ıjumā n = 3

Pierād̄ıjums
Apz̄ımē x = 3

√
a1 un y = 3

√
a2 un z = 3

√
a3, tad ir jāpierāda

x3 + y3 + z3 ≥ 3xyz .

Izmantosim identitāti

x3+y3+z3−3xyz = (x+y+z)

(
(x − y)2

2
+

(y − z)2

2
+

(z − x)2

2

)
.

Tā kā x , y , z ≥ 0, tad x + y + z ≥ 0.
Ar̄ı katrs no saskaitāmajiem (x−y)2

2 , (y−z)2

2 , (z−x)2

2 ir nenegat̄ıvs.
Secinām, ka x3 + y3 + z3 − 3xyz ≥ 0, kas ir ekvivalenti pierādāmajai
nevienād̄ıbai.
Vienād̄ıba pastāv tikai tad, ja x = y = z .
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x3+y3+z3−3xyz = (x+y+z)

(
(x − y)2

2
+

(y − z)2

2
+

(z − x)2

2

)
.
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Tā kā x , y , z ≥ 0, tad x + y + z ≥ 0.
Ar̄ı katrs no saskaitāmajiem (x−y)2
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x2y + x + y + xy2 ≥ 4xy .
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1. piemērs
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Pierād̄ıt, ka jebkura pozit̄ıva skaitl,a summa ar tā apgriezto skaitli ir
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Pierād̄ıt, ka visām pozit̄ıvām a, b, c vērt̄ıbām abi skaitl,i
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ar 3, iegūstot . . .
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a

b
+

b

c
+

c

a
≥ 3.

Analoǧiski pamato, ka ar̄ı a
c + b

a + c
b ≥ 3.



3. piemērs

Dots, ka a, b un c ir tādi pozit̄ıvi skaitl,i, kas apmierina vienād̄ıbu
abc = 1. Pierād̄ıt, ka izpildās nevienād̄ıba

(a+ b) (b + c) (c + a) ≥ 8.

Dala abas nevienād̄ıbas puses ar 8, iegūstot ekvivalentu
nevienād̄ıbu: (

a+ b
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b + c

2
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c + a

2

)
≥ 1.
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No AM-GM seko nevienād̄ıbas
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√
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c + a

2
≥
√
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Dots, ka a, b un c ir tādi pozit̄ıvi skaitl,i, kas apmierina vienād̄ıbu
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a+ b

2

)(
b + c

2

)(
c + a

2

)
≥
√
ab ·
√
bc ·
√
ca = abc.



3. piemērs

Dots, ka a, b un c ir tādi pozit̄ıvi skaitl,i, kas apmierina vienād̄ıbu
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(a+ b) (b + c) (c + a) ≥ 8.

Sareizinot š̄ıs nevienād̄ıbas, iegūstam(
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(z + 1)(x + 1) + (y + 1)(x + 1) ≤ x(y + 1)(z + 1)

jeb
x + y + z + 2 ≤ xyz .

Atgriežamies pie main̄ıgajiem a, b, c , iegūstot . . .



4. piemērs

Dots, ka a, b un c ir tādi pozit̄ıvi skaitl,i, kas apmierina vienād̄ıbu
abc = 1. Pierād̄ıt, ka izpildās nevienād̄ıba

1
a+ b + 1

+
1

b + c + 1
+

1
c + a+ 1

≤ 1.

Atgriežamies pie main̄ıgajiem a, b, c , iegūstot . . .

2(a+ b + c) + 2 ≤ (a+ b)(b + c)(c + a)

jeb

2(a+ b+ c) + 2 ≤ a2b+ ab2 + a2c + ac2 + b2c + bc2 + 2abc.

No dotā abc = 1 izriet, ka dotā nevienād̄ıba ir ekvivalenta ar
. . .



4. piemērs

Dots, ka a, b un c ir tādi pozit̄ıvi skaitl,i, kas apmierina vienād̄ıbu
abc = 1. Pierād̄ıt, ka izpildās nevienād̄ıba

1
a+ b + 1

+
1

b + c + 1
+

1
c + a+ 1

≤ 1.

No dotā abc = 1 izriet, ka dotā nevienād̄ıba ir ekvivalenta ar
. . .

2(a+ b + c) ≤ a2b + ab2 + a2c + ac2 + b2c + bc2.

No AM-GM nevienād̄ıbas izriet, ka a2b + a2c + 1 ≥ . . .



4. piemērs

Dots, ka a, b un c ir tādi pozit̄ıvi skaitl,i, kas apmierina vienād̄ıbu
abc = 1. Pierād̄ıt, ka izpildās nevienād̄ıba

1
a+ b + 1

+
1

b + c + 1
+

1
c + a+ 1

≤ 1.

No AM-GM nevienād̄ıbas izriet, ka
a2b + a2c + 1 ≥ 3 3

√
a2b · a2c · 1 = 3 3

√
a3 · abc = 3a.

L̄ıdz̄ıgi iegūst

b2c + b2a+ 1 ≥ 3b un c2a+ c2b + 1 ≥ 3c .

Tātad pierādāmās nevienād̄ıbas labā puse
a2b + ab2 + a2c + ac2 + b2c + bc2 apmierina

a2b + ab2 + a2c + ac2 + b2c + bc2 ≥ 3(a+ b + c)− 3.

Vai var parād̄ıt, ka 2(a+ b + c) ≤ 3(a+ b + c)− 3?



4. piemērs

Dots, ka a, b un c ir tādi pozit̄ıvi skaitl,i, kas apmierina vienād̄ıbu
abc = 1. Pierād̄ıt, ka izpildās nevienād̄ıba

1
a+ b + 1

+
1

b + c + 1
+

1
c + a+ 1

≤ 1.

Pietiekami parād̄ıt, ka 3 ≤ a+ b + c .
Taču tas izriet no AM-GM nevienād̄ıbas:

a+ b + c

3
≥ 3√

abc = 1.

Tātad

2(a+b+c) ≤ 3(a+b+c)−3 ≤ a2b+ab2+a2c+ac2+b2c+bc2,

un ar̄ı sākotnējā nevienād̄ıba, kas ir ekvivalenta iegūtajai, ir
patiesa.



3. uzdevums

Dots polinoms

P(x , y) = x4y2 + x2y4 − x2y2 +
1
27
.

Pierād̄ıt, ka P(x , y) ≥ 0 visiem reāliem skaitl,iem x , y .



3. uzdevums

Dots polinoms

P(x , y) = x4y2 + x2y4 − x2y2 +
1
27
.

Pierād̄ıt, ka P(x , y) ≥ 0 visiem reāliem skaitl,iem x , y .

Pārveido:

P(x , y) = (x2 + y2 − 1)x2y2 +
1
27
.

Šk, irosim divus gad̄ıjumus:
x2 + y2 ≥ 1 un
x2 + y2 < 1.



3. uzdevums

Dots polinoms

P(x , y) = x4y2 + x2y4 − x2y2 +
1
27
.

Pierād̄ıt, ka P(x , y) ≥ 0 visiem reāliem skaitl,iem x , y .

Ja x2 + y2 ≥ 1, tad
(x2 + y2 − 1) ≥ 0 pēc pien, ēmuma;
x2y2 = (xy)2 ≥ 0 kā reāla skaitl,a kvadrāts;
1/27 > 0,

tātad P(x , y) > 0.



3. uzdevums

Dots polinoms

P(x , y) = x4y2 + x2y4 − x2y2 +
1
27
.

Pierād̄ıt, ka P(x , y) ≥ 0 visiem reāliem skaitl,iem x , y .

Apskata gad̄ıjumu x2 + y2 < 1.



3. uzdevums

Dots polinoms

P(x , y) = x4y2 + x2y4 − x2y2 +
1
27
.

Pierād̄ıt, ka P(x , y) ≥ 0 visiem reāliem skaitl,iem x , y .

Apskata gad̄ıjumu x2 + y2 < 1.
Pielietosim AM-GM nevienād̄ıbu reizinājumam

(1− x2 − y2)x2y2.



3. uzdevums

Dots polinoms

P(x , y) = x4y2 + x2y4 − x2y2 +
1
27
.

Pierād̄ıt, ka P(x , y) ≥ 0 visiem reāliem skaitl,iem x , y .

No AM-GM nevienād̄ıbas izriet, ka

3
√

(1− x2 − y2)x2y2 ≤ (1− x2 − y2) + x2 + y2

3
=

1
3
,

t.i.,

(1− x2 − y2)x2y2 ≤ 1
27
.



3. uzdevums

Dots polinoms

P(x , y) = x4y2 + x2y4 − x2y2 +
1
27
.

Pierād̄ıt, ka P(x , y) ≥ 0 visiem reāliem skaitl,iem x , y .

Taču tad

P(x , y) =
1
27
− (1− x2 − y2)x2y2 ≥ 0,

k.b.j.
Vērts atz̄ımēt, ka P(x , y) nevar izteikt kā vairāku polinomu (ar
reāliem koeficientiem) kvadrātu summu:

P(x , y) 6= (Q1(x , y))
2 + (Q2(x , y))

2 + . . .+ (Qn(x , y))
2 .



5. piemērs

Pierād̄ıt nevienād̄ıbu
2nn! ≤ (n + 1)n,

kur n! noz̄ımē skaitl,a n faktoriālu: n! = 1 · 2 · 3 · . . . · n.
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Pielietosim AM-GM nevienād̄ıbu pirmajiem n naturāliem
skaitl,iem:

1+ 2+ . . .+ n

n
≥ n
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1 · 2 · . . . · n.



5. piemērs

Pierād̄ıt nevienād̄ıbu
2nn! ≤ (n + 1)n,

kur n! noz̄ımē skaitl,a n faktoriālu: n! = 1 · 2 · 3 · . . . · n.

Pielietosim AM-GM nevienād̄ıbu pirmajiem n naturāliem
skaitl,iem:

1+ 2+ . . .+ n

n
≥ n
√
1 · 2 · . . . · n.

Pirmo n naturālo skaitl,u summa ir

1+ 2+ . . .+ n =
n(n + 1)

2
,

tātad pamatota nevienād̄ıba

n + 1
2
≥ n
√
n!.



5. piemērs

Pierād̄ıt nevienād̄ıbu
2nn! ≤ (n + 1)n,

kur n! noz̄ımē skaitl,a n faktoriālu: n! = 1 · 2 · 3 · . . . · n.

Reizina iegūto nevienād̄ıbu ar 2 un kāpina n-tajā pakāpē,
iegūstot

(n + 1)n ≥
(
2 n
√
n!
)n

= 2n n!,

kas bija jāpierāda.



min ≤ mean ≤ max



Ja n skaitl,u a1, a2, . . . , an vidējais aritmētiskais ir A, tad
1 mazākais no skaitl,iem a1, . . . , an ir mazāks vai vienāds ar A;
2 lielākais no skaitl,iem a1, . . . , an ir lielāks vai vienāds ar A.

Citiem vārdiem,

min {a1, a2, . . . , an} ≤
a1 + a2 + . . .+ an

n
≤ max {a1, a2, . . . , an} .

Vienād̄ıba pastāv tad un tikai tad, ja a1 = a2 = . . . = an.



Ja n nenegat̄ıvu skaitl,u a1, a2, . . . , an vidējais ǧeometriskais ir G , tad

1 mazākais no skaitl,iem a1, . . . , an ir mazāks vai vienāds ar G ;
2 lielākais no skaitl,iem a1, . . . , an ir lielāks vai vienāds ar G .

Citiem vārdiem,

min {a1, a2, . . . , an} ≤ n
√
a1a2 . . . an ≤ max {a1, a2, . . . , an} .

Vienād̄ıba pastāv tad un tikai tad, ja a1 = a2 = . . . = an.

Analoǧisks apgalvojums spēkā ar̄ı citiem vidējiem (QM, HM, mα), sk.
nākamo nodal,u.



Ja n nenegat̄ıvu skaitl,u a1, a2, . . . , an vidējais ǧeometriskais ir G , tad

1 mazākais no skaitl,iem a1, . . . , an ir mazāks vai vienāds ar G ;
2 lielākais no skaitl,iem a1, . . . , an ir lielāks vai vienāds ar G .

Citiem vārdiem,

min {a1, a2, . . . , an} ≤ n
√
a1a2 . . . an ≤ max {a1, a2, . . . , an} .

Vienād̄ıba pastāv tad un tikai tad, ja a1 = a2 = . . . = an.

Analoǧisks apgalvojums spēkā ar̄ı citiem vidējiem (QM, HM, mα), sk.
nākamo nodal,u.



6. piemērs

Dots, ka a, b, c ir pozit̄ıvi skaitl,i, turklāt a + b + c = abc . Pierād̄ıt,
ka vismaz viens no skaitl,iem a, b, c ir lielāks par 1,7.
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ka vismaz viens no skaitl,iem a, b, c ir lielāks par 1,7.

No AM-GM nevienād̄ıbas seko, ka

a+ b + c ≥ 3 3√
abc

jeb, saskan, ā ar doto,

abc ≥ 3 3√
abc.
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Dots, ka a, b, c ir pozit̄ıvi skaitl,i, turklāt a + b + c = abc . Pierād̄ıt,
ka vismaz viens no skaitl,iem a, b, c ir lielāks par 1,7.

No AM-GM nevienād̄ıbas seko, ka

a+ b + c ≥ 3 3√
abc

jeb, saskan, ā ar doto,

abc ≥ 3 3√
abc.

Apz̄ımē x = 3
√
abc , tad x ir pozit̄ıvs skaitlis, kas apmierina

nevienād̄ıbu x3 ≥ 3x .



6. piemērs

Dots, ka a, b, c ir pozit̄ıvi skaitl,i, turklāt a + b + c = abc . Pierād̄ıt,
ka vismaz viens no skaitl,iem a, b, c ir lielāks par 1,7.

No AM-GM nevienād̄ıbas seko, ka

a+ b + c ≥ 3 3√
abc

jeb, saskan, ā ar doto,

abc ≥ 3 3√
abc.

Apz̄ımē x = 3
√
abc , tad x ir pozit̄ıvs skaitlis, kas apmierina

nevienād̄ıbu x3 ≥ 3x .
Tātad x2 ≥ 3 un x ≥

√
3 (jo x ir pozit̄ıvs!!).

Secinām, ka 3
√
abc ≥

√
3.



6. piemērs

Dots, ka a, b, c ir pozit̄ıvi skaitl,i, turklāt a + b + c = abc . Pierād̄ıt,
ka vismaz viens no skaitl,iem a, b, c ir lielāks par 1,7.

Skaitl,u a, b, c vidējais ǧeometriskais ir vismaz
√
3; tātad ar̄ı

lielākais no skaitl,iem a, b, c ir vismaz
√
3 >
√
2.89 = 1.7, kas

ar̄ı bija jāpierāda.



Citi vidējie lielumi



Vidējais harmoniskais (harmonic mean, HM)

Par n pozit̄ıvu skaitl,u a1, a2, . . . , an vidējo harmonisko sauc lielumu

n
1
a1

+ 1
a2

+ . . .+ 1
an−1

+ 1
an

.

Vidējais kvadrātiskais (quadratic mean, QM)

Par n skaitl,u a1, a2, . . . , an vidējo kvadrātisko sauc lielumu√
a21 + a22 + . . .+ a2n−1 + a2n

n
.



n pozit̄ıviem skaitl,iem a1, a2, . . . , an ir spēkā nevienād̄ıbas
QM ≥ AM ≥ GM ≥ HM,

t.i., √
a21 + a22 + . . .+ a2n

n
≥ a1 + a2 + . . .+ an

n
QM ≥ AM

a1 + a2 + . . .+ an
n

≥ n
√
a1a2 . . . an AM ≥ GM

n
√
a1a2 . . . an ≥

n
1
a1

+ 1
a2

+ . . .+ 1
an

GM ≥ HM



Pien, emsim, ka a1, . . . , an ir pozit̄ıvi skaitl,i, bet α ir reāls skaitlis.

α-vidējais (α-mean)

1 Ja α 6= 0, par šo skaitl,u α-vidējo sauc lielumu mα, kas definēts
kā

mα =

(
aα1 + aα2 + . . .+ aαn−1 + aαn

n

) 1
α

.

2 Ja α = 0, par doto skaitl,u 0-vidējo sauc šo skaitl,u vidējo
ǧeometrisko:

m0 = n
√
a1a2 . . . an.

Nevienād̄ıbas starp vidējiem

Ja α > β, tad
mα ≥ mβ,

turklāt vienād̄ıba pastāv tad un tikai tad, ja a1 = a2 = . . . = an.



Ievērosim:

ja α = 2, tad

m2 =

(
a21 + a22 + . . .+ a2n−1 + a2n

n

)1/2

ir vidējais kvadrātiskais;

ja α = 1, tad

m1 =
a1 + a2 + . . .+ an−1 + an

n

ir vidējais aritmētiskais;

ja α = 0, tad m0 ir vidējais ǧeometriskais;

ja α = −1, tad

m−1 =

(
a−1
1 + a−1

2 + . . .+ a−1
n−1 + a−1

n

n

)−1

ir vidējais harmoniskais.



7. piemērs

Dots, ka a, b, c ir pozit̄ıvi skaitl,i, turklāt a + b + c = 1. Pierād̄ıt
nevienād̄ıbu

a2

a+ b
+

b2

b + c
+

c2

c + a
≥ 1

2
.



7. piemērs

Dots, ka a, b, c ir pozit̄ıvi skaitl,i, turklāt a + b + c = 1. Pierād̄ıt
nevienād̄ıbu

a2

a+ b
+

b2

b + c
+

c2

c + a
≥ 1

2
.

Ekvivalenti pārveidojam doto nevienād̄ıbu:(
a− ab

a+ b

)
+

(
b − bc

b + c

)
+

(
c − ca

c + a

)
≥ 1

2
;



7. piemērs

Dots, ka a, b, c ir pozit̄ıvi skaitl,i, turklāt a + b + c = 1. Pierād̄ıt
nevienād̄ıbu

a2

a+ b
+

b2

b + c
+

c2

c + a
≥ 1

2
.

Ekvivalenti pārveidojam doto nevienād̄ıbu:(
a− ab

a+ b

)
+

(
b − bc

b + c

)
+

(
c − ca

c + a

)
≥ 1

2
;

ab

a+ b
+

bc

b + c
+

ca

c + a
≤ a+ b + c − 1

2
=

1
2
;



7. piemērs

Dots, ka a, b, c ir pozit̄ıvi skaitl,i, turklāt a + b + c = 1. Pierād̄ıt
nevienād̄ıbu

a2

a+ b
+

b2

b + c
+

c2

c + a
≥ 1

2
.

Ekvivalenti pārveidojam doto nevienād̄ıbu:(
a− ab

a+ b

)
+

(
b − bc

b + c

)
+

(
c − ca

c + a

)
≥ 1

2
;

ab

a+ b
+

bc

b + c
+

ca

c + a
≤ a+ b + c − 1

2
=

1
2
;

2ab
a+ b

+
2bc
b + c

+
2ca
c + a

≤ 1.



7. piemērs

Dots, ka a, b, c ir pozit̄ıvi skaitl,i, turklāt a + b + c = 1. Pierād̄ıt
nevienād̄ıbu

a2

a+ b
+

b2

b + c
+

c2

c + a
≥ 1

2
.

No nevienād̄ıbas starp vidējo aritmētisko un vidējo harmonisko
izriet, ka visiem pozit̄ıviem x , y izpildās

2
1
x + 1

y

≤ x + y

2

jeb
2xy
x + y

≤ x + y

2
.

Ievietojot šajā nevienād̄ıbā x un y vietā skaitl,us a un b; b un c ;
c un a, iegūstam, ka . . .



7. piemērs

Dots, ka a, b, c ir pozit̄ıvi skaitl,i, turklāt a + b + c = 1. Pierād̄ıt
nevienād̄ıbu

a2

a+ b
+

b2

b + c
+

c2

c + a
≥ 1

2
.

. . . iegūstam, ka

2ab
a+ b

≤ a+ b

2
,

2bc
b + c

≤ b + c

2
,

2ca
c + a

≤ c + a

2
.

Saskaitot š̄ıs tr̄ıs nevienād̄ıbas, secinām, ka ir patiesa ar̄ı
nevienād̄ıba

2ab
a+ b

+
2bc
b + c

+
2ca
c + a

≤ a+ b

2
+

b + c

2
+

c + a

2
= 1.

Tātad ar̄ı sākotnējā, tai ekvivalentā nevienād̄ıba ir patiesa.



4. uzdevums

Dots, ka a+ b + c + d = 8. Pierād̄ıt, ka

ab + ac + ad + bc + bd + cd − a2 − b2 − c2 − d2 ≤ 8.
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2
.



4. uzdevums

Dots, ka a+ b + c + d = 8. Pierād̄ıt, ka

ab + ac + ad + bc + bd + cd − a2 − b2 − c2 − d2 ≤ 8.

Ievērosim, ka ab + ac + ad + bc + bd + cd var izteikt kā
starp̄ıbu

(a+ b + c + d)2 − (a2 + b2 + c2 + d2)

2
.

Tātad jāpierāda nevienād̄ıba

(a+ b + c + d)2

2
− 3

2
(
a2 + b2 + c2 + d2) ≤ 8.



4. uzdevums

Dots, ka a+ b + c + d = 8. Pierād̄ıt, ka

ab + ac + ad + bc + bd + cd − a2 − b2 − c2 − d2 ≤ 8.

No AM - QM nevienād̄ıbas seko, ka

a+ b + c + d

4
≤
√

a2 + b2 + c2 + d2

4

jeb
(a+ b + c + d)2

4
≤
(
a2 + b2 + c2 + d2) .



4. uzdevums

Dots, ka a+ b + c + d = 8. Pierād̄ıt, ka

ab + ac + ad + bc + bd + cd − a2 − b2 − c2 − d2 ≤ 8.

No AM - QM nevienād̄ıbas seko, ka

a+ b + c + d

4
≤
√

a2 + b2 + c2 + d2

4

jeb
(a+ b + c + d)2

4
≤
(
a2 + b2 + c2 + d2) .

Tātad

−3
2
(
a2 + b2 + c2 + d2) ≤ −3

8
(a+ b + c + d)2.



4. uzdevums

Dots, ka a+ b + c + d = 8. Pierād̄ıt, ka

ab + ac + ad + bc + bd + cd − a2 − b2 − c2 − d2 ≤ 8.

Secinām, ka

ab + ac + ad + bc + bd + cd − a2 − b2 − c2 − d2 =

=
(a+ b + c + d)2

2
− 3

2
(
a2 + b2 + c2 + d2) ≤

≤ (a+ b + c + d)2

2
− 3

8
(a+ b + c + d)2 =

=
82

2
− 3

8
· 82 = 8,

kas ar̄ı bija jāpierāda.



Citas nevienād̄ıbas



Koš̄ı – Švarca (Cauchy-Schwarz inequality)

Visiem reāliem skaitl,iem a1, a2, . . . , an un b1, b2, . . . , bn ir spēkā
šāda nevienād̄ıba:

(a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn)
2 ≤

(
a21 + a22 + . . .+ a2n

) (
b21 + b22 + . . .+ b2n

)
.

Pārkārtojuma nevienād̄ıba (Rearrangement inequality);

Jensena nevienād̄ıba;

Čebiševa un Bernulli nevienād̄ıbas;

. . .



Koš̄ı – Švarca (Cauchy-Schwarz inequality)

Visiem reāliem skaitl,iem a1, a2, . . . , an un b1, b2, . . . , bn ir spēkā
šāda nevienād̄ıba:

(a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn)
2 ≤

(
a21 + a22 + . . .+ a2n

) (
b21 + b22 + . . .+ b2n

)
.

Pārkārtojuma nevienād̄ıba (Rearrangement inequality);

Jensena nevienād̄ıba;

Čebiševa un Bernulli nevienād̄ıbas;

. . .









Paldies par uzman̄ıbu!
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